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Neste trabalho estudamos a aplicac¸a˜o de reticulados alge´bricos a diferentes contextos. Ao
todo, quatro objetivos norteiam esta tese. O primeiro objetivo consiste na construc¸a˜o de
reticulados com boa densidade de centro via submo´dulos de ane´is de inteiros de corpos de
nu´meros alge´bricos. Nesse contexto, conclu´ımos a construc¸a˜o alge´brica do reticulado Dn,
para qualquer n, e estudamos a sua distaˆncia produto mı´nima, bem como a de Zn. Ale´m
disso, calculamos a expressa˜o da forma trac¸o associada a corpos de nu´meros abelianos
de grau primo ı´mpar ramificado, a qual esta´ relacionada a` densidade de centro de reti-
culados alge´bricos obtidos via o mergulho de Minkowski. O segundo objetivo se trata da
ana´lise de situac¸o˜es em que reticulados alge´bricos sa˜o bem arredondados. Provamos que
em cada dimensa˜o prima ı´mpar existem infinitos reticulados alge´bricos na˜o equivalentes
entre si que sa˜o bem arredondados. O terceiro objetivo e´ apresentar a aplicabilidade e
a atualidade dos reticulados alge´bricos no contexto da criptografia po´s-quaˆntica. Ale´m
de resumir os avanc¸os recentes da criptografia via reticulados, propomos a utilizac¸a˜o de
reticulados alge´bricos obtidos via o mergulho torcido a este contexto e provamos que a
dificuldade de quebra da seguranc¸a do sistema proposto esta´ associada a` dificuldade de
solucionar o problema anel-LWE. Por fim, o quarto objetivo trata do estudo dos reti-
culados logar´ıtmicos, com especial destaque ao raio de cobertura atrave´s das unidades
de qualquer corpo ciclotoˆmico. Calculamos uma cota superior para o raio de cobertura
de reticulados logar´ıtmicos constru´ıdos atrave´s desses corpos. Nas abordagens dentro dos
quatro propo´sitos acima fica ressaltado que ferramentas alge´bricas veˆm contribuindo de
forma eficaz para a produc¸a˜o de reticulados aplica´veis a diversos contextos em teoria de
co´digos e criptografia.
Palavras-chave: reticulados alge´bricos; reticulados bem arredondados; criptografia ba-
seada em reticulados; forma trac¸o de corpos de nu´meros.
Abstract
In this work we study applications of algebraic lattices in different contexts. Four goals
guide this PhD thesis. The first goal is the construction of lattices with great center density
via submodules of the ring of integers of algebraic number fields. In this approach, we
obtain the algebraic construction of the lattice Dn, for all n, and study its minimum
product distance, as well as of the lattice Zn. Besides, we calculate the expression of the
trace form associated with abelian number fields of ramified odd prime degree, which is
related to the center density of algebraic lattices obtained via the Minkowski embedding.
The second goal is the analysis of cases which provide well rounded algebraic lattices.
We prove that for each odd prime dimension there exist infinitely many non-equivalent
algebraic lattices which are well rounded. The third goal is to present the application of
algebraic lattices in the context of the so called post-quantum cryptography. We resume
recent advances of lattice cryptography, propose the use of algebraic lattices coming from
twisted embedding in this context and prove that the hardness of broking the security of
the proposed system is related to the hardness to solve the ring-LWE problem. The fourth
goal is the study of logarithmic lattices, specially the analysis of the covering radius of
those obtained from units of cyclotomic number fields. We calculate an upper bound of
the covering radius of the logarithmic lattices constructed from these fields. In the four
objectives described above it is stressed that algebraic tools have good contributions to
produce lattices used in coding theory and cryptography.
Keywords: algebraic lattices; well-rounded lattices; lattice-based cryptography; trace
form of number fields.
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Introduc¸a˜o
A teoria alge´brica dos nu´meros e´ um dos mais antigos e intrigantes cam-
pos de estudo em matema´tica, tendo seus primo´rdios associados aos estudos de Dio-
fanto de Alexandria, no se´culo III d.C. O desenvolvimento dessa teoria ao longo dos
se´culos trouxe como contribuic¸a˜o grandes resultados teo´ricos, tais como o Teorema da
Unidades de Dirichlet e o U´ltimo Teorema de Fermat [Sam70, ST02]. Nos u´ltimos
anos a teoria alge´brica dos nu´meros tem ganhado notoriedade pra´tica ao produzir
aplicac¸o˜es importantes a` teoria de co´digos e a` criptografia. Ale´m das contribuic¸o˜es pro-
piciadas pela fatorac¸a˜o de nu´meros inteiros e pelas curvas el´ıpticas, hoje ja´ reconhe-
cidas pelo seu uso em criptografia, a associac¸a˜o de teoria alge´brica dos nu´meros com
a teoria de reticulados tambe´m tem ganhado cada vez mais destaque e aplicabilidade
[BFOV04, McM05, LPR10, GBK 16, Goo16, CLB18].
Um reticulado e´ um subgrupo aditivo discreto do espac¸o euclidiano. Os re-
ticulados aparecem vinculados ao estudo de dif´ıceis problemas em matema´tica, como o
problema do empacotamento esfe´rico e o problema da cobertura esfe´rica [CS98, LASC12,
Mar03]. A partir de Z-mo´dulos e ideais de ane´is de inteiros de corpos de nu´meros
alge´bricos, que sa˜o estruturas alge´bricas estudadas pela teoria dos nu´meros, e´ poss´ıvel
produzir reticulados atrave´s do mergulho de Minkowski ou do mergulho torcido - os quais
sa˜o chamados de reticulados alge´bricos. Essa via de obtenc¸a˜o de reticulados traz algumas
vantagens, tais como a vinculac¸a˜o do problema de empacotamento esfe´rico ao problema
de minimizac¸a˜o de uma forma quadra´tica, a obtenc¸a˜o de reticulados com diversidade
ma´xima atrave´s de corpos de nu´meros totalmente reais e a produc¸a˜o de algoritmos mais
ra´pidos para determinados sistemas criptogra´ficos baseados em reticulados. Os conceitos
ba´sicos sobre reticulados e teoria alge´brica dos nu´meros essenciais para a compreensa˜o
desta tese esta˜o dispon´ıveis no Cap´ıtulo 1.
Este trabalho apresenta uma pesquisa sobre reticulados alge´bricos pautada
por quatro objetivos: construir reticulados alge´bricos densos com diversidade ma´xima,
construir reticulados alge´bricos bem arredondados, pesquisar reticulados alge´bricos via´veis
para esquemas na criptografia po´s-quaˆntica e analisar o raio de cobertura dos reticulados
logar´ıtmicos. Do ponto de vista das aplicac¸o˜es, obviamente um dos objetivos citados e´
voltado a` criptografia, enquanto os outros treˆs esta˜o no escopo da teoria de co´digos.
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O primeiro objetivo deste trabalho e´ a construc¸a˜o de reticulados alge´bricos com
boa densidade, a fim de serem disponibilizados para canais gaussianos, e com diversidade
ma´xima, para que possam ser usados em canais do tipo Rayleigh com desvanecimento.
Reticulados com boa densidade sa˜o aqueles que se aproximam da soluc¸a˜o do problema do
empacotamento esfe´rico em uma dada dimensa˜o, enquanto reticulados com diversidade
ma´xima sa˜o aqueles que na˜o possuem vetores com alguma coordenada nula, a na˜o ser o
vetor nulo. No Cap´ıtulo 2 utilizamos as construc¸o˜es conhecidas dos reticulados Zn via cor-
pos de nu´meros totalmente reais para obter verso˜es alge´bricas com diversidade ma´xima
dos reticulados Dn em dimenso˜es n ainda na˜o tratadas em trabalhos anteriores. Ale´m
disso, estudamos o paraˆmetro conhecido como distaˆncia produto mı´nima desses reticu-
lados. Finalmente, comparamos o desempenho dos reticulados Zn e Dn obtidos aqui do
ponto de vista das suas densidades e distaˆncias produto mı´nimas. Resultados prelimina-
res deste trabalho foram apresentados no Congresso Nacional de Matema´tica Aplicada
e Computacional de 2017 [dA17] e o artigo conjunto com esses resultados foi submetido
para publicac¸a˜o [dAJ17].
O Cap´ıtulo 3 tambe´m se enquadra no primeiro objetivo. Nele dedicamo-nos
a encontrar a forma trac¸o TrKpx2q|OK associada a corpos de nu´meros c´ıclicos K de grau
primo ı´mpar p tais que o ideal pOK seja ramificado, isto e´, quando o corpo abeliano K
tem condutor igual a p2 multiplicado eventualmente por um produto de primos distintos
congruentes a 1 mo´dulo p. Tambe´m calculamos o mı´nimo dessa forma trac¸o em casos
particulares. Ja´ e´ conhecida na literatura a expressa˜o de TrKpx2q|OK no caso em que pOK
e´ um ideal na˜o ramificado, ou seja, quando o condutor de K e´ um produto de primos
distintos equivalentes a 1 mo´dulo p. O mı´nimo da forma trac¸o TrKpx2q, com x  0
em algum Z-mo´dulo M , esta´ associado a` densidade do reticulado obtido por M atrave´s
do mergulho de Minkowski. Verso˜es preliminares desse trabalho foram apresentadas na
Escola de A´lgebra de 2016 [dA16] e no Congresso Nacional de Matema´tica Aplicada e
Computacional de 2018 [dA18] e a versa˜o final foi submetida para publicac¸a˜o no artigo
conjunto [dACAN18].
O segundo objetivo, concentrado no Cap´ıtulo 4, consiste no estudo e na cons-
truc¸a˜o de reticulados alge´bricos bem arredondados, que sa˜o aqueles que teˆm um conjunto
de vetores linearmente independentes com norma igual a` norma mı´nima do reticulado
tal que a cardinalidade desse conjunto seja igual ao posto do reticulado. Um teorema
encontrado em [FP12] diz que um reticulado alge´brico obtido pelo anel de inteiros de um
corpo de nu´meros via o mergulho de Minkowski e´ bem arredondado se, e somente se, esse
corpo de nu´meros e´ ciclotoˆmico. No presente trabalho alertamos que esse teorema pode
na˜o ser verdade para qualquer corpo de nu´meros, mas provamos que e´ va´lido colocando a
hipo´tese de que esse seja totalmente real ou totalmente complexo. Ale´m disso, estendemos
esse estudo para Z-mo´dulos e provamos que e´ poss´ıvel obter infinitos reticulados alge´bricos
bem arredondados na˜o equivalentes entre si em toda dimensa˜o prima ı´mpar. Do ponto
de vista alge´brico, mostramos que, contido no anel de inteiros de cada corpo de nu´meros
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c´ıclico de grau primo ı´mpar, e´ poss´ıvel encontrar um Z-mo´dulo de posto ma´ximo cuja
imagem pelo mergulho de Minkowski e´ um reticulado bem arredondado. Os resultados
deste trabalho foram apresentados no Congresso Internacional de Matema´ticos de 2018
[dAC18b] e aceitos para publicac¸a˜o no perio´dico Archiv der Mathematik [dAC18a].
No Cap´ıtulo 5 tratamos do terceiro objetivo deste trabalho, que e´ o estudo
de reticulados alge´bricos visando o uso em criptografia. Uma necessidade que urge com
a possibilidade do advento dos computadores quaˆnticos e´ a obtenc¸a˜o de sistemas crip-
togra´ficos que substituam os utilizados atualmente, os quais na˜o sa˜o resistentes a ataques
quaˆnticos. Uma das propostas mais promissoras dessa chamada criptografia po´s-quaˆntica
e´ baseada em reticulados. Propomos a extensa˜o do mergulho de Minkowski para o mer-
gulho torcido no problema criptogra´fico RLWE (problema α-RLWE) e demonstramos
sua seguranc¸a. Essa nova proposta e´ um trabalho conjunto que foi apresentado na Se-
mana Latino-Americana de Co´digos e Informac¸a˜o [OdAD 18b] e esta´ dispon´ıvel no s´ıtio
eletroˆnico Cryptology ePrint Archive [OdAD 18a].
O quarto objetivo, tratado no Cap´ıtulo 6, e´ analisar o raio de cobertura do
reticulado logar´ıtmico em determinadas situac¸o˜es. O reticulado logar´ıtmico e´ aquele obtido
como imagem do grupo das unidades do anel de inteiros de um corpo de nu´meros atrave´s
do mergulho logar´ıtmico. Neste trabalho apresentamos um limitante superior para o raio
de cobertura do reticulado logar´ıtmico obtido via corpos ciclotoˆmicos de qualquer ordem,
generalizando o resultado anterior de [CDPR16] que trata apenas de corpos ciclotoˆmicos
de ordem igual a uma poteˆncia de um nu´mero primo.
Por fim, nesta tese, como um todo, utilizamos elementos e resultados teo´ricos
da teoria alge´brica dos nu´meros na construc¸a˜o de estruturas geome´tricas, os reticulados,




O primeiro cap´ıtulo desta tese e´ dedicado ao estudo introduto´rio sobre reti-
culados e teoria alge´brica dos nu´meros. Na Sec¸a˜o 1.1 sa˜o apresentados conceitos ba´sicos
envolvendo reticulados e algumas de suas propriedades. Na Sec¸a˜o 1.2 tratamos de dois
grandes problemas, o do empacotamento esfe´rico e o da cobertura esfe´rica, os quais sera˜o
entendidos do ponto de vista da teoria de reticulados. Na Sec¸a˜o 1.3 sa˜o definidos reticu-
lados equivalentes, duais, integrais e unimodulares e estudadas algumas de suas propri-
edades. Alguns reticulados famosos sa˜o caracterizados na Sec¸a˜o 1.4, tais como Zn, Dn,
An e Λ24. Por sua vez, na Sec¸a˜o 1.5 sa˜o introduzidos aspectos importantes da teoria
alge´brica dos nu´meros que sa˜o fundamentais em grande parte deste trabalho. Nas sec¸o˜es
1.6 e 1.7 sa˜o definidos monomorfismos que associam Z-mo´dulos em corpos de nu´meros a
reticulados, produzindo os reticulados alge´bricos, que sa˜o os personagens principais desta
tese. Nessas sec¸o˜es estudam-se algumas propriedades dos reticulados obtidos, bem como
a associac¸a˜o desses com o problema do empacotamento esfe´rico. Por fim, na Sec¸a˜o 1.8 sa˜o
apresentados os conceitos de diversidade e de distaˆncia produto mı´nima e suas aplicac¸o˜es
a canais do tipo Rayleigh com desvanecimento. As refereˆncias utilizadas neste cap´ıtulo
incluem [CS98, COC 17, LASC12, Mar03, End14, End05, DI03, Jor12, Lan05, Mar95,
Rib01, Sam70, Was95, dA15].
1.1 Reticulados
Nesta primeira sec¸a˜o vamos apresentar conceitos e resultados que sa˜o ba´sicos
para o estudo de reticulados.
Definic¸a˜o 1.1.1. Seja B  tu1, u2, . . . , umu  Rn uma colec¸a˜o de m ¤ n vetores linear-





aiui : ai P Z, 1 ¤ i ¤ m
+
(1.1)
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e´ chamado reticulado m-dimensional em Rn, com base B. Se m  n, dizemos que ΛpBq e´
um reticulado de posto completo.
Exemplo 1.1.1. O exemplo mais trivial de reticulado e´ o conjunto Zn em Rn, o qual
tem base B  tei  p0, . . . , 0, 1pposic¸a˜o iq, 0, . . . , 0q : 1 ¤ i ¤ nu. Por exemplo, na Figura
1 vemos a representac¸a˜o geome´trica do reticulado Z2  R2, que tem base tp0, 1q, p1, 0qu.
Figura 1 – Representac¸a˜o geome´trica do reticulado Z2 em R2.
Uma caracter´ıstica dos elementos de um reticulado e´ que eles formam um con-
junto discreto e um grupo abeliano aditivo no espac¸o euclidiano. O pro´ximo resultado se
usa disso para dar uma forma equivalente de caracterizar os reticulados, cuja demons-
trac¸a˜o pode ser encontrada, por exemplo, em [dA15, Corola´rio 7.1.1]:
Proposic¸a˜o 1.1.1. Seja Λ um subgrupo aditivo de Rn. O conjunto Λ e´ um reticulado se,
e somente se, Λ e´ um subgrupo discreto de Rn.
Observamos, por exemplo, que o conjunto Qn contido em Rn e´ um subgrupo
aditivo, mas na˜o e´ um reticulado, pois na˜o e´ discreto.
Se Λ  Rn e´ um reticulado m-dimensional, com m ¤ n, o subespac¸o vetorial
de Rn gerado pelos vetores da base de Λ (sobre R) e´ simplesmente chamado de subespac¸o
gerado por Λ e denotado por spanpΛq. Notemos que se m  n, enta˜o spanpΛq  Rn.
Todo reticulado m-dimensional Λ em Rn possui uma matriz geradora M de
ordem nm tal que um vetor v pertence ao reticulado Λ se, e somente se, existe u P Zm tal
queMuT  vT . A matrizM e´ definida colocando-se nas suas colunas as coordenadas dosm
vetores de uma das bases do reticulado. Define-se a matriz de Gram desse reticulado como
sendo a matriz quadrada G MTM de ordem m. O determinante de G e´ frequentemente
chamado de determinante do reticulado e e´ denotado por detpΛq.
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Exemplo 1.1.2. Em R3, consideremos os vetores u  p1, 0, 0q e v  p1, 2, 0q. Se B 


















O determinante de ΛpBq e´ igual a detpGq  4.
O reticulado ΛpBq do Exemplo 1.1.2 tambe´m tem base formada pelos vetores





geradora de ΛpBq, obviamente diferente da matriz geradora M obtida no exemplo men-
cionado. Ale´m disso, as matrizes de Gram obtidas via M e via M2 sa˜o diferentes. No
entanto, notemos que os determinantes dessas matrizes coincidem (sa˜o iguais a 4). Um
reticulado tem infinitas bases, matrizes geradoras e matrizes de Gram distintas, mas o
determinante obtido pelas matrizes de Gram e´ o mesmo:
Proposic¸a˜o 1.1.2. [LASC12, Sec¸a˜o 2.4] Sejam B1 e B2 duas bases distintas de um mesmo
reticulado Λ. Consideremos M1 e M2 as matrizes geradoras de Λ obtidas por cada uma
dessas bases, respectivamente. Assim, existe uma matriz Q com entradas inteiras e deter-
minante 1 (chamada unimodular) tal que M1  M2Q. Da´ı, detpMT1 M1q  detpMT2 M2q
e, consequentemente, o determinante de um reticulado e´ invariante sob mudanc¸as de base.
Seja Λ um reticulado em Rn. Um conjunto F  Rn e´ chamado de regia˜o
fundamental de Λ se ele ladrilha Rn. Isso significa que a unia˜o de todos os ladrilhos F  u,
com u P Λ, cobre o Rn e que, se u  v, enta˜o F u e F v teˆm intersecc¸a˜o vazia ou apenas
nas suas fronteiras. Duas regio˜es fundamentais importantes sa˜o a regia˜o de Voronoi na
origem e o pol´ıtopo fundamental associado a uma base, que definimos abaixo. Lembramos
antes que }.} denota a norma euclidiana }.}2.
Definic¸a˜o 1.1.2. Sejam Λ um reticulado em Rn e u P Λ. Definimos a regia˜o de Voronoi
de u como sendo o conjunto dos pontos em Rn que esta˜o mais pro´ximos de u do que de
qualquer outro ponto do reticulado, isto e´, o conjunto
Rpuq  tx P Rn : }x u} ¤ }x v}, @v P Λu . (1.4)





aiui : 0 ¤ ai   1
+
(1.5)
e´ chamado de pol´ıtopo fundamental associado a` base B.
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A regia˜o de Voronoi Rp0q e os pol´ıtopos fundamentais sa˜o regio˜es fundamentais
de um reticulado de posto completo Λ  Rn [LASC12, Sec¸a˜o 2.3] e teˆm o mesmo volume.
O volume de qualquer uma dessas regio˜es e´ chamado de volume do reticulado e denotado




Exemplo 1.1.3. Consideremos o reticulado 2-dimensional Z2 em R2. Na Figura 2 esta˜o
destacados o pol´ıtopo fundamental associado a` base canoˆnica tp1, 0q, p0, 1qu e a regia˜o de
Voronoi Rp0q de Z2. Um pol´ıtopo fundamental e´ o quadrado de ve´rtices p0, 0q, p0, 1q, p1, 0q
e p1, 1q e a regia˜o de Voronoi e´ o quadrado centrado na origem.
Figura 2 – Um pol´ıtopo fundamental e a regia˜o de Voronoi Rp0q do reticulado Z2.
Se Λ e´ um reticulado em Rn e Λ1 e´ um subgrupo aditivo contido em Λ, dizemos
que Λ1 e´ um sub-reticulado de Λ. Quando for finito, o ı´ndice do subgrupo Λ1 em Λ e´
denotado por rΛ : Λ1s, e´ dado pelo nu´mero de elementos do quociente Λ{Λ1 e pode ser
calculado pela raza˜o rΛ : Λ1s  volpΛ
1q
volpΛq .
1.2 Empacotamento e cobertura de esferas
Nesta sec¸a˜o vamos apresentar dois problemas importantes tratados na teoria
de reticulados: o problema do empacotamento esfe´rico e o problema da cobertura esfe´rica.
O problema do empacotamento esfe´rico em Rn consiste em dispor esferas
macic¸as n-dimensionais de mesmo raio nesse espac¸o de modo que elas se interceptem em
no ma´ximo um ponto e ocupem a maior porc¸a˜o poss´ıvel do espac¸o, isto e´, se distribuam
com a maior densidade realiza´vel. Se o conjunto dos centros das esferas de um determi-
nado empacotamento esfe´rico forma um reticulado, dizemos que este e´ um empacotamento
reticulado.
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O problema do empacotamento esfe´rico intriga matema´ticos ja´ ha´ muitos
se´culos. Ao dispor tubos cil´ındricos em um caminha˜o, uma transportadora deve se in-
teressar pela soluc¸a˜o do mencionado problema em R2. Com efeito, a forma de dispor
c´ırculos na˜o secantes em R2 ocupando o maior espac¸o poss´ıvel indica a maneira mais
eficiente de dispor os tubos no caminha˜o a fim de maximizar a quantidade transportada.
A soluc¸a˜o do problema do empacotamento esfe´rico em R2 e´ dada pelo reticulado gerado
pelos vetores p1, 0q e p1{2,
?
3{2q, chamado de reticulado hexagonal. Os c´ırculos de raio
1{2 centrados nos pontos deste reticulado formam um empacotamento que ocupa mais de
90% do plano. A Figura 1.2 representa esse empacotamento.
Figura 3 – Empacotamento do reticulado hexagonal.
Para comparar o empacotamento produzido por reticulados utilizam-se os con-
ceitos de densidade de empacotamento e de densidade de centro. A densidade de empa-
cotamento (ou, simplesmente, densidade) de um reticulado Λ  Rn e´ definida por




em que Bnprq denota a bola n-dimensional de raio r centrada na origem e ρ e´ o raio de
empacotamento de Λ, cujo valor corresponde a
ρ  NminpΛq2 (1.8)
em que
NminpΛq  min0uPΛ }u} (1.9)
e´ a norma mı´nima do reticulado Λ. Expresso˜es para o volume de Bnp1q podem ser encon-
tradas em [CS98, Cap´ıtulo 1].
Exemplo 1.2.1. A norma mı´nima do reticulado Z2 e´ igual a 1, seu raio de empacota-





4  0, 785. (1.10)
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Por sua vez, o reticulado hexagonal Λhex, gerado por p1, 0q e p1{2,
?
3{2q, tem norma





2  ?3  0, 907, (1.11)
que e´ a maior densidade poss´ıvel de ser atingida em dimensa˜o dois.
Para maximizar a densidade de empacotamento de um reticulado Λ, basta
maximizar sua densidade de centro, que e´ definida pelo valor
δpΛq  ∆pΛq
V pBnp1qq . (1.12)
Com base no Exemplo 1.2.1, vemos que a densidade de centro de Z2 e´ 1{4, enquanto a
densidade de centro do reticulado hexagonal e´ 1{p2
?
3q.
Em terceira dimensa˜o, Gauss provou que o reticulado chamado FCC, o qual
conheceremos adiante, produz o empacotamento reticulado mais denso (∆  0.7405...).
O empacotamento esfe´rico produzido pelo FCC assemelha-se a` disposic¸a˜o de laranjas em
uma banca de feira.
Vamos agora ao problema da cobertura esfe´rica. Sejam Λ um reticulado em






Geometricamente, o raio de cobertura µpΛq corresponde ao menor raio r tal que Λ  
Bnprq cobre H. O problema da cobertura esfe´rica consiste em encontrar a disposic¸a˜o de
esferas n-dimensionais ideˆnticas com menor raio poss´ıvel cobrindo o espac¸o Rn, permitindo
sobreposic¸a˜o. Visto do ponto de vista dos reticulados, esse problema busca descobrir o
reticulado de posto completo com determinante igual a 1 que tem menor raio de cobertura
em cada dimensa˜o. Em dimensa˜o 2, a soluc¸a˜o para o problema da cobertura esfe´rica e´
dado pelo reticulado hexagonal. Em dimensa˜o 3, o reticulado com melhor cobertura na˜o
e´ o que tem melhor empacotamento.
Um fato nota´vel citado em [CS98, p. 33] e´ que, em um reticulado Λ com regia˜o
de Voronoi congruente a um pol´ıtopo V , centrado na origem, o c´ırculo de raio igual ao
raio de empacotamento ρ e centro na origem e´ o c´ırculo inscrito a V (isto e´, o c´ırculo de
maior raio contido em V ). Por sua vez, o c´ırculo de raio igual ao raio de cobertura µpΛq
e centro na origem e´ o c´ırculo circunscrito a V (isto e´, o c´ırculo de menor raio contendo
V ).
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1.3 Equivaleˆncia, dualidade, integralidade e unimo-
dularidade
Dois reticulados sa˜o equivalentes quando um e´ obtido do outro por uma trans-
formac¸a˜o ortogonal, uma translac¸a˜o e uma dilatac¸a˜o. Formalmente, temos a seguinte
definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 1.3.1. Sejam Λ1 e Λ2 dois reticulados em Rn com matrizes geradoras M1 e
M2, respectivamente. Dizemos que Λ1 e Λ2 sa˜o equivalentes se existem um nu´mero real
c ¡ 0, uma matriz H unimodular (isto e´, com entradas inteiras e determinante 1) e
uma matriz ortogonal U com entradas reais tais que M2  cUM1H.
Neste caso, c e´ chamado de raza˜o de semelhanc¸a entre Λ1 e Λ2. Se Λ1 e Λ2 sa˜o
reticulados equivalentes e G1 e G2 sa˜o suas matrizes de Gram, respectivamente, enta˜o e´
imediato o fato de que G2  c2HTG1H. Portanto, Λ1 e Λ2 sa˜o reticulados equivalentes
quando existem um nu´mero real positivo λ e uma aplicac¸a˜o ortogonal U : Rn ÝÑ Rn tais
que λUpΛ1q  Λ2.
A proposic¸a˜o seguinte nos mostra importantes caracter´ısticas geome´tricas que
podem ser transferidas de um reticulado para uma versa˜o equivalente dele:
Proposic¸a˜o 1.3.1. [LASC12, Proposic¸a˜o 2.4] Sejam Λ1 e Λ2 reticulados equivalentes
com raza˜o de semelhanc¸a c. Enta˜o existem matrizes de Gram G1 e G2 de Λ1 e Λ2, res-
pectivamente, tais que G2  c2G1. Ale´m disso, se ρ1 e ρ2 sa˜o os raios de empacotamento
e ∆1 e ∆2 sa˜o as densidades de Λ1 e Λ2, respectivamente, enta˜o ρ2  cρ1 e ∆2  ∆1.
Quando dois reticulados equivalentes teˆm raza˜o de semelhanc¸a c  1, dizemos
que eles sa˜o congruentes. Segue da Proposic¸a˜o 1.3.1 que dois reticulados congruentes teˆm
mesmo raio de empacotamento, teˆm mesma densidade e possuem matrizes de Gram iguais.
Proposic¸a˜o 1.3.2. [Cos16] Dois reticulados que possuem mesma matriz de Gram sa˜o
congruentes.
Demonstrac¸a˜o. Sejam M1 e M2 as matrizes geradoras de dois reticulados Λ1 e Λ2 que
teˆm matrizes de Gram iguais. Assim, MT1 M1 MT2 M2. Admitamos inicialmente que esses
reticulados teˆm posto completo. Seja T a matriz da transformac¸a˜o linear que leva uma
base do reticulado Λ1 numa base do reticulado Λ2, de modo que M2  TM1. Isso implica
MT1 M1  MT2 M2  MT1 T TTM1, donde segue que T TT  I (matriz identidade), ja´ que
M1 e MT1 sa˜o invert´ıveis. Portanto, T e´ uma matriz ortogonal, implicando que Λ1 e Λ2 sa˜o
congruentes. Agora suponhamos que Λ1 e Λ2 teˆm posto m   n em Rn e consideremos U e
V os subespac¸os gerados por Λ1 e Λ2, respectivamente. Consideremos matrizes ortogonais
O1 e O2, n  n, tais que O1pUq  O2pV q  W e´ um subespac¸o de Rn com as n  m
u´ltimas coordenadas nulas. Definamos Λ11  O1pΛ1q e Λ12  O2pΛ2q. Assim, os reticulados
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Λ11 e Λ12 podem ser identificados com reticulados-projec¸a˜o em Rm, os quais denotamos
por Λ21 e Λ22. Sabendo que as matrizes de Gram sa˜o obtidas por produtos escalares das
respectivas bases e que O1 e O2 sa˜o ortogonais, Λ21 e Λ22 teˆm a mesma matriz de Gram
dos reticulados originais Λ1 e Λ2. Usando a primeira parte da demonstrac¸a˜o conclu´ımos
que as matrizes geradoras M21 e M22 de Λ21 e Λ22, respectivamente, satisfazem M22  O3M21
(matrizes mm), ou ainda que as matrizes geradoras de Λ11 e Λ12 satisfazem M 12  O4M 11,
onde O4 e´ uma matriz diagonal em blocos com partes O4 e Inm. Portanto, sendo M1 e
M2 as matrizes geradoras de Λ1 e Λ2, respectivamente, temos M2  OT2 M 12  OT2 O4O1M1,
donde segue que M2  OM1, em que O e´ uma matriz ortogonal. Logo, os reticulados M1
e M2 sa˜o congruentes.
Corola´rio 1.3.1. Se as matrizes de Gram G1 e G2 de dois reticulados Λ1 e Λ2, respec-
tivamente, satisfazem G1  λG2, para algum nu´mero real λ ¡ 0, enta˜o esses reticulados
sa˜o equivalentes.
Demonstrac¸a˜o. Suponhamos G1 MT1 M1 e G2 MT2 M2, em que M1 e M2 sa˜o matrizes








donde segue que a matriz de Gram de Λ1 e´ igual a` matriz de Gram de
?
λΛ2. A Proposic¸a˜o
1.3.2 nos permite ver que Λ1 e
?
λΛ2 sa˜o congruentes, o que nos faz concluir que Λ1 e Λ2
sa˜o equivalentes.
Exemplo 1.3.1. Consideremos o reticulado hexagonal em R2, denotado por Λhex e gerado
pelos vetores p1, 0q e p1{2,
?
3{2q, o qual pode ser inclu´ıdo naturalmente em R3. Por
sua vez, denotemos por A2 o reticulado dado pelos elementos px, y, zq de Z3 tais que
x y z  0, o qual tem posto 2 em R3 e base formada pelos vetores p1,1, 0q e p0, 1,1q.














Assim, GpA2q  2GpΛhexq. Portanto, segue do Corola´rio 1.3.1 que A2 e Λhex sa˜o equiva-
lentes.
Definic¸a˜o 1.3.2. Seja Λ  Rn um reticulado m-dimensional, com m ¤ n. Se H 
spanpΛq, definimos o reticulado dual de Λ como sendo
Λ_  tx P H : xx, yy P Z, @y P Λu . (1.17)
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Exemplo 1.3.2. Vamos encontrar a base do reticulado dual Λ_, sendo Λ o reticulado
gerado por tp2, 0q, p0, 1qu em R2. Para qualquer par pr, sq P R2 e para quaisquer a, b P Z
temos
xpr, sq, ap2, 0q   bp0, 1qy  xpr, sq, p2a, bqy  2ar   sb. (1.18)
Como 2ar   sb deve pertencer a Z para quaisquer a, b P Z, tomando em particular a  0
e, depois, b  0, veˆ-se que 2ar   sb P Z se, e somente se, pr, sq P p1{2qZ  Z. Logo, Λ_
tem base tp1{2, 0q, p0, 1qu.
Proposic¸a˜o 1.3.3. [COC 17] Seja Λ um reticulado de posto completo em Rn. Se M e´ a
matriz geradora de Λ, enta˜o MT e´ a matriz geradora do dual Λ_. Se a matriz de Gram
de Λ e´ G, enta˜o a matriz de Gram de Λ_ e´ G1. Consequentemente, detpΛ_q  1detpΛq .
Definic¸a˜o 1.3.3. Um reticulado Λ  Rn e´ dito integral se Λ  Λ_, ou seja, se o produto
interno entre qualquer par de elementos de Λ e´ inteiro.
Equivalentemente, um reticulado e´ integral quando sua matriz de Gram tem
entradas inteiras. Se Λ e´ um reticulado integral, definimos o grupo quociente dual como
sendo Λ_{Λ, cuja ordem e´ detpΛq2. Nesse caso, e´ provado em [CS98, p. 48] que
Λ  Λ_  1detpΛq  Λ. (1.19)
Notemos ainda que, sendo Λ integral, }x}2  xx, xy P Z para qualquer x P Λ. Caso o
produto interno xx, xy seja par para todo x P Λ, dizemos que Λ e´ um reticulado (integral)
par. Caso contra´rio, Λ e´ chamado reticulado (integral) ı´mpar.
Definic¸a˜o 1.3.4. Um reticulado integral com determinante igual a 1 e´ chamado uni-
modular.
Observac¸a˜o 1.3.1. Um reticulado integral Λ e´ unimodular se, e somente se, Λ  Λ_.
Por isso, e´ comum chamar um reticulado unimodular de reticulado autodual.
1.4 Reticulados nota´veis
Nesta sec¸a˜o vamos apresentar algumas famı´lias de reticulados que merecem
uma atenc¸a˜o especial, mencionando algumas de suas principais propriedades: Zn, An,
Dn, E8, Λ24 e BWk. Mais informac¸o˜es sobre esses reticulados podem ser encontradas em
[CS98, cap. 4], [NRS02] ou [COC 17].
O reticulado Zn (para n ¥ 1 inteiro), tambe´m chamado de reticulado cu´bico ou
inteiro, ja´ foi utilizado no Exemplo 1.1.1. Uma matriz geradora desse reticulado e´ a matriz
identidade de ordem n, In, que tambe´m e´ sua matriz de Gram. O reticulado inteiro tem
determinante detpZnq  1, norma mı´nima NminpZnq  1, raio de empacotamento ρ  1{2,
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raio de cobertura µ  ?n{2, densidade ∆  Vn2n, onde Vn e´ o volume da bola de centro
0 e raio 1 em Zn, e densidade de centro δ  ∆{Vn  2n. Ale´m disso, Zn e´ autodual.
A famı´lia de reticulados An, com n ¥ 1 inteiro, e´ definida por
An  tpx0, x1, . . . , xnq P Zn 1 : x0   . . .  xn  0u, (1.20)
o que mostra que An esta´ contido no hiperplano
n¸
i0
xi  0 em Rn 1. Sendo ei P Rn 1 o
vetor contendo 1 na i-e´sima entrada e 0 nas outras, 0 ¤ i ¤ n, a base padra˜o de An e´
dada por
β  tei  ei1uni1  tp1, 1, 0, . . . , 0q, p0,1, 1, 0, . . . , 0q, . . . , p0, . . . , 0,1, 1qu. (1.21)
A matriz de Gram associada a β e´ dada por

2 -1 0 0 . . . 0 0
-1 2 -1 0 . . . 0 0
0 -1 2 -1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 -1




O reticulado An tem determinante n  1, norma mı´nima
?
2, raio de empaco-
tamento ρ 
?






, onde a  tpn   1q{2u,
e densidade de centro δ  12n{2?n  1. Os reticulados A1 e Z sa˜o congruentes, en-
quanto A2 e´ equivalente ao reticulado hexagonal (Exemplo 1.3.1), que e´ conhecido por
ser o reticulado mais denso em dimensa˜o 2, com densidade igual a ∆  pi{
?
12 










. O determinante de A_n e´ 1{pn  1q, sua norma mı´nima
e´
a
n{pn  1q, seu raio de empacotamento e´ ρ  12
c
n




12pn  1q e sua densidade de centro e´ δ 
nn{2
2npn  1qpn1q{2 . Os reticulados A1 e A2
sa˜o autoduais. O reticulado A_3 e´ conhecido como BCC (em ingleˆs, body-centered cubic
lattice).
Para n ¥ 3, o reticulado n-dimensional Dn e´ definido como sendo
Dn  tpx1, . . . , xnq P Zn : x1   . . .  xn P 2Zu. (1.23)
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O reticulado Dn tem matriz geradora dada por

-1 1 0 . . . 0
-1 -1 1 . . . 0
0 0 -1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1




determinante igual a 4, norma mı´nima igual a
?
2, raio de empacotamento ρ  1{
?
2,
raio de cobertura µ  ρ
?
2 pn  3q ou µ  ρ
a
n{2 pn ¥ 4q e densidade de centro
δ  2pn 2q{2. O reticulado D3 e´ conhecido como FCC (em ingleˆs, face-centered cubic
lattice), e´ equivalente ao reticulado A3 e e´ o que possui maior densidade em terceira
dimensa˜o, ocupando aproximadamente 74% do espac¸o. O reticulado dual de Dn tem
matriz geradora 

1 0 . . . 0 1/2
0 1 . . . 0 1/2
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 1/2




determinante igual a 1{4, norma mı´nima igual a
?
3{2 (n  3) ou 1 (n ¥ 4) e densidade
de centro δ  31,525 (n  3) ou 2pn1q (n ¥ 4).
O reticulado E8, o mais denso em oitava dimensa˜o, e´ definido por
E8 
#
px1, x2, . . . , x8q P R8 : @i, xi P ZY pZ  1{2q e
8¸
i1
xi  0 pmod 2q
+
. (1.26)
O reticulado E8 tem matriz geradora

2 -1 0 0 0 0 0 1/2
0 1 -1 0 0 0 0 1/2
0 0 1 -1 0 0 0 1/2
0 0 0 1 -1 0 0 1/2
0 0 0 0 1 -1 0 1/2
0 0 0 0 0 1 -1 1/2
0 0 0 0 0 0 1 1/2




tem determinante igual a 1, norma mı´nima igual a
?
2, raio de empacotamento ρ  1{
?
2,
raio de cobertura µ  1, densidade ∆  0, 2537... e densidade de centro δ  1{16. Ale´m
disso, E8 e´ o u´nico reticulado unimodular par em R8. A partir do reticulado E8 e´ poss´ıvel
definir outros reticulados conhecidos como E7 e E6, que sa˜o os mais densos nas dimenso˜es
sete e seis, respectivamente [CS98, cap. 4].
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Tabela 1 – Reticulados mais densos conhecidos em Rn, para alguns valores de n.
n δ Reticulado
















16 1{16 Λ16  BW4
24 1 Λ24
Outro importante reticulado e´ o reticulado de Leech, que e´ o mais denso em
dimensa˜o 24. Para defini-lo, definimos antes o co´digo de Golay C24  F242 , que e´ um
subespac¸o de dimensa˜o 12 formado por todas as palavras de 24 bits que diferem em pelo
menos 8 coordenadas. O reticulado de Leech Λ24 e´ o conjunto de todos os vetores da
forma
?
81p024   2c   4xq ou da forma
?
81p124   2c   4yq, em que c P C24 e x, y P Z24
satisfazem
¸
xi  0 pmod 2q e
¸
yi  1 pmod 2q. O reticulado de Leech e´ unimodular
par, tem determinante igual a 1, norma mı´nima igual a 2, raio de empacotamento ρ  1,
raio de cobertura µ 
?
2, densidade ∆  pi12{12!  0, 001930... e densidade de centro
δ  1.
Por fim, apresentamos a famı´lia de reticulados Barnes-Wall, que ocorre em
dimenso˜es 2k, k ¥ 2. Uma das construc¸o˜es conhecidas para os reticulados Barnes-Wall,
denotados por BWk, pode ser encontrada em [NRS02]. Em dimensa˜o 4 (k  2) o reticulado
Barnes-Wall coincide com D4, enquanto em dimensa˜o 8 (k  3) o reticulado Barnes-Wall
coincide com E8. Assim como esses u´ltimos dois, o reticulado Barnes-Wall em dimensa˜o
16 (k  4), tambe´m denotado por Λ16, e´ o que tem empacotamento mais denso conhecido
em sua dimensa˜o. Sobre o BW4  Λ16  R16 sabemos que seu determinante e´ igual a
256, sua norma mı´nima e´ 4, seu raio de empacotamento e´ ρ  1, seu raio de cobertura
e´ µ 
?
3, sua densidade e´ ∆  pi8{p16.8!q  0, 01471... e sua densidade de centro e´
δ  1{16.
Na Tabela 1.4 apresentamos de forma resumida os reticulados mais densos
conhecidos nas dimenso˜es de 1 a 8, 16 e 24 e os valores da densidade de centro deles.
1.5 Conceitos ba´sicos em teoria alge´brica dos
nu´meros
Nesta tese iremos assumir que o leitor tenha conhecimento ba´sico em a´lgebra,
admitindo sabidos os principais conceitos, resultados e propriedades envolvendo grupos,
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ane´is, ideais, corpos e extenso˜es, espac¸os vetoriais, A-mo´dulos (sendo A um anel) e teoria
de Galois. Sobre esses assuntos, pode-se consultar [DI03, Mil72, Hun74, HK71, End05,
Lan05]. Na presente sec¸a˜o iremos apresentar concisamente conceitos elementares da teoria
alge´brica dos nu´meros. Um aprofundamento dos assuntos aqui mencionados pode ser feito
a partir das refereˆncias [Sam70, Mar95, Rib01, ST02, End14, dA15].
Um corpo K e´ chamado de corpo de nu´meros se a extensa˜o de corpos K{Q for
finita. Neste caso, denotamos por rK : Qs o grau desta extensa˜o. Segundo o Teorema do
Elemento Primitivo, em todo corpo de nu´meros K existe θ tal que K  Qpθq (a notac¸a˜o
Qpθq denota o menor corpo que conte´m os nu´meros racionais e θ concomitantemente),
o que leva θ a ser chamado de elemento primitivo de K. O polinoˆmio minimal de θ
e´ o polinoˆmio moˆnico de menor grau com coeficientes racionais que tem θ como raiz.
Denotando o polinoˆmio minimal de θ por ppxq P Qrxs, temos
K  Qrxsxppxqy , (1.28)
em que  denota um isomorfismo (de corpos) e xppxqy denota o ideal gerado por ppxq em
Qrxs. Se rK : Qs  n enta˜o o grau de ppxq e´ n.
Se L{K e´ uma extensa˜o de corpos de nu´meros, denotamos por GalpL{Kq o
grupo de Galois desta extensa˜o, que e´ o conjunto de todos os K-automorfismos de L.
Essa extensa˜o de corpos e´ dita galoisiana quando |GalpL{Kq|  rL : Ks e e´ dita abeliana
quando e´ galoisiana e quando GalpL{Kq e´ um grupo abeliano. E´ comum chamarmos um
corpo de nu´meros K de galoisiano (abeliano) se a extensa˜o K{Q e´ galoisiana (abeliana,
respectivamente).
Se K e´ um corpo de nu´meros e α P K e´ um nu´mero tal que ppαq  0 para algum
polinoˆmio moˆnico ppxq P Zrxs, dizemos que α e´ um inteiro alge´brico. O polinoˆmio ppxq
e´ o polinoˆmio minimal de α, isto e´, o polinoˆmio moˆnico de menor grau com coeficientes
inteiros que tem α como raiz. O conjunto composto por todos os inteiros alge´bricos de
K forma um anel chamado anel de inteiros de K e e´ denotado por OK. Se K  Q, enta˜o
OK  Z. Se K e´ um corpo de nu´meros de grau n, enta˜o OK admite uma Z-base com
n elementos, chamada base integral de K. Isto significa que OK e´ um Z-mo´dulo livre
finitamente gerado de posto n, assim como os ideais de OK.
Sendo A um anel e α um elemento na˜o pertencente a A, a notac¸a˜o Arαs de-
nota o menor anel que conte´m A e α concomitantemente, o qual e´ dado por Arαs 
tppαq : ppxq P Arxsu. Assim, se K e´ um corpo de nu´meros e α P OK tem polinoˆmio mi-
nimal ppxq P Zrxs de grau n, enta˜o o anel Zrαs e´ formado por todas as combinac¸o˜es
lineares de t1, α, α2, . . . , αn1u com coeficientes inteiros. Claramente Zrαs  OK. Quando
OK  Zrαs para algum inteiro alge´brico α, dizemos que OK e´ um anel de inteiros mo-
nogeˆnico e que t1, α, α2, . . . , αn1u e´ uma base integral de poteˆncias de K, o que e´ equi-
valente a dizer que OK e´ isomorfo, como anel, a Zrxs{xppxqy, em que ppxq e´ o polinoˆmio
minimal de α.
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Consideremos L{K uma extensa˜o de corpos de nu´meros de grau n. Existem
exatamente n K-monomorfismos σi : L ÝÑ C, 1 ¤ i ¤ n. Por isso, se x P L, podemos










Se K  Q, denotamos o trac¸o apenas por TrLpxq e a norma apenas por NLpxq. Se M{L{K









(transitividade da norma). Outras propriedades
importantes do trac¸o e da norma dizem que o trac¸o preserva a soma enquanto a norma
preserva o produto entre elementos do corpo. Ademais, se x P OL, enta˜o TrL{Kpxq P OK e
NL{Kpxq P OK.
Se I e´ um ideal do anel de inteiros de K, podemos definir a norma do ideal I
como sendo o nu´mero de elementos (finito) do quociente OK{I, denotando-a por NpIq.
Se I e J sa˜o ideais do anel de inteiros de K, enta˜o NpIJq  NpIqNpJq. Quando I for um
ideal principal gerado por x, I  xxy, enta˜o NpIq  |NKpxq|.
Dado qualquer conjunto B  tu1, u2 . . . , unu  OK, em que K e´ um corpo de
nu´meros, definimos o discriminante de K em relac¸a˜o a B por
DKpBq  detpTrKpuiujqq1¤i,j¤n P Z. (1.31)
Se B e B1 sa˜o bases integrais de K, enta˜o DKpBq  DKpB1q. Logo, podemos definir o
discriminante de K como sendo DpKq  DKpBq, para qualquer base integral B de K. Se
um conjunto U e´ uma Q-base de K contida em OK enta˜o U sera´ uma base integral de K
quando DKpUq for livre de quadrados.
Os exemplos mais importantes de corpos de nu´meros envolvem os corpos
quadra´ticos, os corpos ciclotoˆmicos e seus subcorpos:
Exemplo 1.5.1. Todo corpo de nu´meros K de grau 2 e´ chamado corpo quadra´tico e pode
ser descrito como K  Qp
?
dq, em que d e´ um nu´mero inteiro livre de quadrados. Se d 




dqq  4d. Por sua vez, se d  1 pmod 4q, enta˜o




dqq  d. Em particular, o corpo de nu´meros gaussiano
Qpiq, em que i  ?1, e´ um corpo quadra´tico com discriminante 4 e anel de inteiros
formado por todos os elementos da forma a   bi, com a, b P Z, ja´ que 1  1 pmod 4q.
Por sua vez, como 5  1 pmod 4q, o corpo de nu´meros quadra´tico Qp
?
5q tem anel de
inteiros composto pelos elementos da forma a  bθ, em que θ  p1 
?
5q{2 e´ o nu´mero de
ouro, e discriminante igual a 5.
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Exemplo 1.5.2. Seja ζn  e 2piin uma raiz n-e´sima primitiva da unidade, isto e´, x  ζn
e´ raiz de xn  1  0, mas na˜o e´ raiz de xm  1  0 para 0   m   n. O corpo de
nu´meros Qpζnq e´ chamado n-e´simo corpo ciclotoˆmico, o qual tem grau igual a` func¸a˜o
totiente de Euler ϕpnq. Vale observar que para n  p o polinoˆmio minimal de ζp e´
xp1   . . .   x   1. Para qualquer n, o anel de inteiros de Qpζnq e´ Zrζns, ou seja, o






, em que s e´ o nu´mero de fatores primos distintos
de n e os nu´meros q que aparecem na expressa˜o devem ser tomados apenas entre es-
ses primos. Vale mencionar ainda que o grupo de Galois GalpQpζnq{Qq e´ isomorfo a
Zn  tα P Z : 1 ¤ α   n, mdcpα, nq  1u.
Exemplo 1.5.3. Qualquer corpo contido em um corpo ciclotoˆmico e´ chamado subcorpo
ciclotoˆmico. O caso mais nota´vel e´ o subcorpo maximal real Qpζn   ζ1n q, que e´ o maior
corpo contido em RXQpζnq, o qual tem anel de inteiros Zrζn   ζ1n s. O grupo de Galois
de Qpζn   ζ1n q{Q e´ isomorfo a Zn{t1u.
Observac¸a˜o 1.5.1. Ao contra´rio do que os exemplos anteriores podem sugerir, nem todo
anel de inteiros de um corpo de nu´meros e´ monogeˆnico. Em [dA15, Cap´ıtulo 4] ha´ exemplo
e discussa˜o sobre o assunto.
Os pilares da teoria alge´brica dos nu´meros esta˜o assentados, entre outras coisas,
num fato muito importante: o anel de inteiros de um corpo de nu´meros e´ um domı´nio de
Dedekind. Isso implica que, se K e´ um corpo de nu´meros, todo ideal I de OK pode ser
fatorado (ou melhor, ramificado) como produto de ideais primos Pi’s:
I  Pe11 Pe22 . . .Pegg . (1.32)
Em particular, consideremos uma extensa˜o de corpos de nu´meros L{K de grau n e P um
ideal primo em OK. Assim, o ideal I  POL pode na˜o ser primo em OL, mas pode ser
fatorado como em (1.32). Cada Pi desta fatorac¸a˜o e´ chamado de ideal primo acima de P ,
enquanto P e´ um ideal primo abaixo de Pi. Isso implica que, para i satisfazendo 1 ¤ i ¤ g,
vale a igualdade Pi XOK  P . O expoente ei na fatorac¸a˜o de POL e´ chamado de ı´ndice
de ramificac¸a˜o de Pi sobre OK e a dimensa˜o do espac¸o vetorial OL{Pi sobre o corpo
OK{P e´ chamada de grau residual (ou grau inercial) de Pi sobre OK e denotada por fi. A
Igualdade Fundamental garante que
g¸
i1
eifi  n. Se L{K e´ uma extensa˜o galoisiana, enta˜o
todos os graus residuais sa˜o iguais e denotados por f , e todos os ı´ndices de ramificac¸a˜o
sa˜o iguais e denotados por e, o que ocorre porque todos os ideais primos acima de P
sa˜o conjugados com relac¸a˜o aos automorfismos do grupo de Galois GalpL{Kq. Assim, a
Igualdade Fundamental diz que n  efg. Com relac¸a˜o a` fatorac¸a˜o de um ideal primo
P COK em OL segundo a expressa˜o em (1.32), temos ainda as seguintes classificac¸o˜es:1
1 Neste texto utilizamos o s´ımbolo I CA para indicar que I e´ um ideal do anel A.
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• Dizemos que P se ramifica em OL se ei ¡ 1 para algum i P t1, 2, . . . , gu. Caso
contra´rio, P e´ chamado na˜o ramificado em OL.
• P e´ dito totalmente decomposto em OL se ei  fi  1, para todo i P t1, 2, . . . , gu.
• P e´ dito totalmente inerte em OL se ei  1 e fi  n, para algum i P t1, 2, . . . , gu.
• P e´ dito totalmente ramificado em OL se ei  n e fi  1, para algum i P t1, 2, . . . , gu.
Exemplo 1.5.4. Sejam p P Z um nu´mero primo ı´mpar e Qpζpq o p-e´simo corpo ci-
clotoˆmico, de grau n  ϕppq  p 1. O u´nico ideal primo acima de p e´ x1 ζpyC Zrζps,
de modo que pZrζps  x1 ζpyp1. Neste caso, e  p 1, f  1 e g  1.
1.6 Mergulho de Minkowski
Nesta e na pro´xima sec¸a˜o vamos estabelecer relac¸o˜es entre os reticulados e
a teoria alge´brica dos nu´meros. Como veremos, e´ poss´ıvel tratar os elementos de um
corpo de nu´meros do ponto de vista geome´trico. Uma via para obter uma representac¸a˜o
geome´trica de um corpo de nu´meros e´ atrave´s do mergulho de Minkowski, sobre o qual
falaremos nesta sec¸a˜o, enquanto outra, mais geral, se da´ pelo mergulho torcido, que sera´
tratado na sec¸a˜o seguinte. Por meio de qualquer um desses mergulhos veremos que a
imagem de um Z-mo´dulo de posto ma´ximo contido em um anel de inteiros constitui-se
em um reticulado no espac¸o euclidiano.
Definic¸a˜o 1.6.1. Sejam L{K uma extensa˜o de corpos de nu´meros de grau n e
σ1, σ2, . . . , σn os n K-monomorfismos de L em C. Assim:
a) Se um monomorfismo σi satisfaz σipLq  R, ele e´ dito real. Caso contra´rio, ele e´
chamado complexo.
b) Se σi e´ real para todo i  1, 2, . . . , n, dizemos que L{K e´ uma extensa˜o totalmente real.
Quando K  Q, dizemos que L e´ um corpo de nu´meros totalmente real.
c) Se σi e´ complexo para todo i  1, 2, . . . , n, dizemos que L{K e´ uma extensa˜o totalmente
complexa. Quando K  Q, dizemos que L e´ um corpo de nu´meros totalmente complexo.
Proposic¸a˜o 1.6.1. Se K e´ um corpo de nu´meros galoisiano, enta˜o K e´ totalmente real
ou totalmente complexo.
A demonstrac¸a˜o da proposic¸a˜o acima pode ser encontrada, por exemplo, em
[dA15, Proposic¸a˜o 7.3.1].
Consideremos σ1, σ2, . . . , σn os Q-monomorfismos de um corpo de nu´meros K
em C. Seja α : C ÝÑ C a conjugac¸a˜o complexa, isto e´, αpa  biq  a bi (a, b P R). Como
α e´ um automorfismo de C, para qualquer 1 ¤ j ¤ n, existe um u´nico k P t1, 2, . . . , nu
tal que α  σj  σk. Ale´m disso, α  σj  σj se, e somente se, σj e´ real. Seja r1 o nu´mero
de monomorfismos reais de K em C. Sendo assim, n  r1 e´ o nu´mero de monomorfismos
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complexos, que e´, portanto, um nu´mero par. Logo, existe r2 P Z na˜o-negativo tal que
r1   2r2  n. Neste caso, dizemos que pr1, r2q e´ a assinatura de K. Vamos renumerar os
monomorfismos da seguinte forma: para 1 ¤ j ¤ r1, sejam σj os monomorfismos reais;
para 1 ¤ j ¤ r2, sejam σr1 j os monomorfismos complexos na˜o conjugados entre si (isto
e´, σr1 j  α  σr1 k, com 1 ¤ j, k ¤ r2); para 1 ¤ j ¤ r2, sejam σr1 r2 j os conjugados de
σr1 j, respectivamente (isto e´, σr1 r2 j  α  σr1 j). Para qualquer x P K, definimos
σpxq  pσ1pxq, . . . , σr1 r2pxqq P Rr1  Cr2  Rr1  R2r2 . (1.33)
Denotando por =pxq a parte imagina´ria de um nu´mero complexo x e por <pxq sua parte
real, a aplicac¸a˜o σ pode ser definida de K em Rn pela expressa˜o:
σpxq  pσ1pxq, . . . , σr1pxq,<pσr1 1pxqq,=pσr1 1pxqq, . . .<pσr1 r2pxqq,=pσr1 r2pxqqq
(1.34)
Esta aplicac¸a˜o e´ um monomorfismo de K em Rn.
Definic¸a˜o 1.6.2. A aplicac¸a˜o σ definida em (1.34) e´ chamada de mergulho de Minkowski
ou mergulho canoˆnico.
Exemplo 1.6.1. Seja K  Qpiq. Consideremos os monomorfismos de Qpiq, que sa˜o
definidos por σ1pa   biq  a   bi e σ2pa   biq  a  bi, para todo a, b P Q. Neste caso,
r1  0 e r2  1 e, para qualquer x  a  bi P Qpiq, o mergulho de Minkowski associado a
Qpiq e´ σpxq  p<pxq,=pxqq  pa, bq.
Exemplo 1.6.2. Se K  Qp
?
3q  R, enta˜o r1  2 e r2  0, em que os Q-monomorfismos
de Qp
?
3q sa˜o σ1pa   b
?
3q  a   b
?
3 e σ2pa   b
?
3q  a  b
?
3, com a, b P Q. Dessa










Seja M um Z-mo´dulo livre de posto n contido em um corpo de nu´meros K de
grau n. Em particular, M pode ser o anel de inteiros de K ou algum ideal dele. Se σ e´
o mergulho de Minkowski associado a K, enta˜o σpMq e´ um reticulado de posto completo
em Rn, chamado de reticulado alge´brico. A demonstrac¸a˜o deste fato compo˜e parte da
proposic¸a˜o seguinte:
Proposic¸a˜o 1.6.2. [Sam70] Sejam M um Z-mo´dulo livre de posto n contido em um
corpo de nu´meros K de grau n e tx1, x2, . . . , xnu uma Z-base de M . Assim, σpMq e´ um
reticulado de posto completo em Rn com base tσpx1q, σpx2q, . . . , σpxnqu e volume dado por
volpσpMqq  2r2 det rσipxjqsnn . (1.35)
Demonstrac¸a˜o. Primeiramente, notemos que σpMq e´ um reticulado gerado pelos ve-
tores σpx1q, σpx2q, . . . , σpxnq, ja´ que tx1, x2, . . . , xnu e´ uma Z-base de M . Enta˜o, seja
G  pσpxjqq1¤j¤n a matriz geradora de σpMq escrita por vetores coluna. Dessa forma,
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volpσpMqq  D, em que D  | detpGq|. Agora, seja H  pσipxjqq1¤i,j¤n. Devemos mostrar
que D  2r2 | detpHq|  0. Vamos utilizar a propriedade de que, para qualquer nu´mero
complexo z, tem-se <pzq  pz   zq{2 e =pzq  pz  zq{p2iq, em que z denota o conjugado


















Utilizando propriedades de matrizes, realizamos os seguintes passos:
i) Retiremos o 1{2 de cada uma das r2 linhas LRpiq e o 1{p2iq de cada uma das r2 linhas
LIpiq, obtendo novas linhas LRpiq1 e LIpiq1 e D  p2.2iqr2D1, em que D1 e´ o determinante
da matriz obtida apo´s a operac¸a˜o mencionada.
ii) Substituamos a nova linha LRpiq1 da matriz com determinante D1 pela soma com a sua
nova linha LIpiq1, obtendo uma nova linha LRpiq2  p2.σr1 ipxjqq1¤j¤n.
iii) Substituamos a linha LIpiq1 da matriz com determinante D1 pela subtrac¸a˜o da linha
LRpiq2 por 2.LIpiq, obtendo uma nova linha LIpiq2  p2.σr1 r2 ipxjqq1¤j¤n. Notemos que
o determinante dessa u´ltima matriz e´ D2, que satisfaz D1  p1{2qr2D2 (devido a` u´ltima
operac¸a˜o).
iv) Extraiamos 2 de cada uma das r1 linhas LRpiq e de cada uma das r1 linhas LIpiq da
matriz com determinante D2, obtendo D2  22r2 detpGq. Enta˜o
D  p2.2iqr2D1  p22iqr2p1{2qr2D2  p22iqr2p1{2qr222r2 detpGq  1p2iqr2 detpGq.
(1.38)
Portanto,
D  p2iqr2 det
1¤i,j¤n
rσipxjqs . (1.39)
O fato de txiu1¤i¤n formar uma Q-base para K acarreta det1¤i,j¤n rσipxjqs  0. Portanto,
D  0. Logo, os vetores σpxiq sa˜o linearmente independentes em Rn. Por esse motivo,
o Z-mo´dulo σpMq que eles geram e´ um reticulado em Rn e tσpx1q, σpx2q, . . . , σpxnqu e´









A proposic¸a˜o a seguir, que pode ser encontrada, por exemplo, em [dA15, Sec¸a˜o
7.3], nos da´ informac¸o˜es sobre o empacotamento esfe´rico produzido por um reticulado
alge´brico:
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Proposic¸a˜o 1.6.3. Seja K um corpo de nu´meros de grau n.
a) Para qualquer x P K, o quadrado da norma (usual em Rn) de σpxq e´ definido por
}x}2  }σpxq}2  σ1pxq2   . . .  σr1pxq2   σr1 1pxxq   . . .  σr1 r2pxxq. (1.41)
b) Se K e´ um corpo de nu´meros totalmente real ou totalmente complexo e se M e´ um Z-
mo´dulo livre de posto n em K, o nu´mero x  0 de norma mı´nima em M e´ o que minimiza
a expressa˜o TrKpxxq.
c) Se K e´ totalmente real ou totalmente complexo, a densidade de centro do reticulado




2nrOK : M s
a
DpKq , (1.42)
onde rOK : M s denota o ı´ndice de M no anel de inteiros de K (lembremos que, se M e´
um ideal de K, rOK : M s  NpMq) e
tM  mintTrKpxxq : x PM,x  0u. (1.43)
Demonstrac¸a˜o. a) Consideremos σ1, σ2, . . . , σn os n  r1   2r2 monomorfismos de K e
denotemos por σ o mergulho de Minkowski. Calculando a norma, tem-se que
}σpxq}2  σ1pxq2  . . . σr1pxq2 <pσr1 1pxqq2 =pσr1 1pxqq2  . . . =pσr1 r2pxqq2 (1.44)
Como <pσipxqq2   =pσipxqq2  σipxqσipxq  σipxxq, r1   1 ¤ i ¤ r1   r2, segue que
}σpxq}2  σ1pxq2   . . .  σr1pxq2   σr1 1pxxq   . . .  σr1 r2pxxq. (1.45)
b) Por K ser totalmente real ou totalmente complexo, ha´ apenas dois casos a considerar:







σr2 jpxxq e, da´ı, 2}σpxq}2 
n¸
i1
σipxxq. Como os σipxxq




σjpxq2. Como σipxxq  σipxqσipxq  σipxqσipxq  σipxq2, pois os mono-
morfismos teˆm imagem real, enta˜o }σpxq}2 
n¸
i1
σipxxq  TrKpxxq. Isso significa que o
vetor x  0 de norma mı´nima e´ o que minimiza a expressa˜o TrKpxxq. Ademais, o raio de
empacotamento de σpMq e´ ρ  p1{2q
a
p1{2qTrKpxxq, se r1  0, ou ρ  p1{2q
a
TrKpxxq,
se r2  0.
c) Se M e´ um Z-mo´dulo de OK enta˜o σpMq e´ um reticulado alge´brico em Rn. Se
tx1, x2, . . . , xnu e´ uma Z-base de OK enta˜o, por definic¸a˜o, DpKq  rdetpσipxjqqs2. Da
Proposic¸a˜o 1.6.2 segue que volpσpOKqq  2r2
a
|DpKq|. Logo, como σpMq e´ um sub-
grupo de σpOKq de ı´ndice rOK : M s, enta˜o volpσpMqq  rOK : M s2r2
a
|DpKq|. Pelo
fato da densidade de centro de σpMq ser definida por δ  ρn{volpσpMqq, os valores de
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a|DpKq|rOK : M s . (1.46)
e que, se K e´ totalmente complexo (r1  0), enta˜o
δ  2
n{2  21atM{2n







a|DpKq|rOK : M s , (1.47)
o que prova o resultado.
Exemplo 1.6.3 (Reticulado de dimensa˜o 2 com densidade de centro ma´xima). Conside-






podemos construir o reticulado 2-dimensional σ pIq, onde σ e´ o mergulho de Minkowski
associado a Qp?3q. Sabe-se que DpKq  3 e N pIq  1. Por fim, se x  a  b?3 e´ um
elemento na˜o nulo qualquer de I, com a, b P Z, enta˜o xx  pa b?3qpab?3q  a2 3b2
implica que
TrKpxxq  TrKpa2   3b2q  2pa2   3b2q, (1.48)
donde segue que
tI  mint2pa2   3b2q : a, b P Zu  2. (1.49)





que coincide com a densidade de centro do reticulado hexagonal, a ma´xima poss´ıvel em
dimensa˜o 2. Na verdade, e´ poss´ıvel observar que este reticulado e´ o pro´prio reticulado
hexagonal.
Exemplo 1.6.4 (Reticulado de dimensa˜o 4 com densidade de centro ma´xima). Consi-
deremos o corpo ciclotoˆmico Qpζ8q, de grau ϕp8q  4. Seu anel de inteiros e´ Zrζ8s e tem
base t1, ζ8, ζ28 , ζ38u. Notemos que GalpQpζ8q{Qq  tσi : σipζ8q  ζ i8, i  1, 3, 5, 7u e que
DpQpζ8qq  256. Seja I  x1   ζ8   ζ28   ζ38y um ideal principal de Zrζ8s, o qual tem
norma NpIq  NKp1   ζ8   ζ28   ζ38 q  8. Tomando x  αp1   ζ8   ζ28   ζ38 q P I,
em que α  i   jζ8   kζ28   lζ38 P Zrζ8s, com i, j, k, l P Z, veˆ-se que TrKpxxq 
16pi2   ij   j2   jk   k2   kl   l2  ilq, cujo mı´nimo e´ igual 16. Assim, a densidade
de centro desse reticulado alge´brico e´ δ  164{2{p24.8.
?
256q  1{8, que coincide com a do
reticulado D4, ma´xima poss´ıvel em dimensa˜o 4.
1.7 Mergulho torcido
Nesta sec¸a˜o vamos tratar do mergulho torcido, uma generalizac¸a˜o do mergulho
de Minkowski (introduzido na Sec¸a˜o 1.6) que amplia a possibilidade de produc¸a˜o de reti-
culados a partir de Z-mo´dulos de posto ma´ximo em ane´is de inteiros de corpos de nu´meros
[BFOV04]. Seja K um corpo de nu´meros de grau n  r1   2r2, em que r1 e´ o nu´mero de
monomorfismos reais de K em C e 2r2 e´ o nu´mero de monomorfismos complexos. Sejam
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σ1, . . . , σr1 os monomorfismos reais e σr1 1, . . . , σr1 2r2 os monomorfismos complexos, em
que σr1 r2 i  σr1 i, para todo i  1, 2, . . . , r2. Consideremos ainda σ : K ÝÑ Rn o
mergulho de Minkowski e OK o anel de inteiros de K.
Definic¸a˜o 1.7.1. Um nu´mero α P K e´ dito totalmente positivo se σipαq P R e σipαq ¡ 0,
para todo i  1, 2, . . . , n.
Definic¸a˜o 1.7.2. Seja α P K um nu´mero totalmente positivo. Definimos o mergulho
torcido associado a K como sendo a transformac¸a˜o σα : K ÝÑ Rn dada por
σαpxq 
 ?










em que αi  σipαq, 1 ¤ i ¤ r1   r2.
Observac¸a˜o 1.7.1. Ha´ outra poss´ıvel forma de definir o mergulho torcido substituindo
os termos
?
2αiσipxq da Definic¸a˜o 1.7.2 por ?αiσipxq. No entanto, em todo este trabalho
adotaremos a Definic¸a˜o 1.7.2.
Para um elemento totalmente positivo α P K, podemos considerar a trans-
formac¸a˜o linear tα : Rn ÝÑ Rn definida por
tαpeiq 
# ?
αiei, se 1 ¤ i ¤ r1?
2αiei, se r1   1 ¤ i ¤ 2r2
(1.51)
em que αi  σipαq e te1, e2, . . . , enu e´ a base canoˆnica de Rn. Dessa forma, o mergulho
torcido σαpxq pode ser escrito da seguinte forma:
σαpxq  tα  σpxq. (1.52)
Se tx1, x2, . . . , xnu e´ uma Z-base para um Z-mo´dulo livre M de posto n em OK, denotando
por Aα a matriz n n cujas colunas sa˜o formadas pelos vetores σαpxjq e por A a matriz
n n cujas colunas sa˜o formadas pelos vetores σpxjq, com 1 ¤ j ¤ n, enta˜o
Aα  A  diag
 ?













em que diagpu1, . . . , unq denota a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal
sa˜o iguais a ui na posic¸a˜o i  i.2 Assim, podemos garantir que σαpMq e´ um reticulado
em Rn com base tσαpx1q, . . . , σαpxnqu. Tal conjunto e´ uma base porque detpσpxjqq  0.
Portanto, temos demonstrado:
Proposic¸a˜o 1.7.1. Se M e´ um Z-mo´dulo livre de posto n em OK, enta˜o σαpMq e´ um
reticulado de posto completo em Rn, tambe´m chamado de reticulado alge´brico.
2 Notemos que a matriz diagonal multiplicada a` direita em (1.53) e´ a matriz associada a` transformac¸a˜o
linear tα.
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Como consequeˆncia dos resultados ja´ vistos para o mergulho de Minkowski na
Sec¸a˜o 1.6 prova-se que o volume do reticulado σαpMq e´ dado por
volpσαpMqq  |detpAαq|  2r2 | detpAq|
a22r2α1 . . . αr1αr1 1 . . . αr1 r2  (1.54)
donde obte´m-se a seguinte proposic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 1.7.2 ([Fer08], Corola´rio 6.3.1). Se K e´ totalmente real ou totalmente com-
plexo e I COK, enta˜o:
volpσαpIqq  NKpαq1{2 |detpAq|  NpIq
a
NKpαqDpKq (1.55)
Demonstrac¸a˜o. O resultado segue de (2.17) e da igualdade NpIq
a
DpKq  | detpAq|.
Proposic¸a˜o 1.7.3 ([Fer08], Sec¸a˜o 6.3). Seja K um corpo de nu´meros de grau n.
a) Para qualquer x P K,
|σαpxq|2  cαTrKpαxxq (1.56)
em que cα  1 se K e´ totalmente real ou cα  1{2 se K e´ totalmente complexo.
b) Se K e´ um corpo de nu´meros totalmente real ou totalmente complexo e se M e´ um
Z-mo´dulo livre de posto n em K, enta˜o o nu´mero x  0 de norma mı´nima em M e´ o que
minimiza a expressa˜o TrKpαxxq.
c) Se M e´ um Z-mo´dulo de OK livre de posto n, a densidade de centro do reticulado




2knrOK : M s
a|DpKqNpαq| (1.57)
em que
tα  mintTrKpαxxq : x PM,x  0u (1.58)
e k  1 se K e´ totalmente real ou k  3{2 se K e´ totalmente complexo.
Demonstrac¸a˜o. Os itens (a) e (b) sa˜o mostrados de maneira ana´loga ao que foi feito
na Proposic¸a˜o 1.6.3. Para o item (c), como o raio de empacotamento e´ dado por ρ a






rOK : M s
a|NpαqDpKq| (1.59)
donde segue o resultado, ja´ que cα  1 quando K e´ totalmente real e cα  1{2 quando K
e´ totalmente complexo.
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1.8 Diversidade e distaˆncia produto mı´nima de reti-
culados
Em canais de transmissa˜o do tipo Rayleigh com desvanecimento, os paraˆmetros
de diversidade e distaˆncia produto mı´nima que definiremos nesta sec¸a˜o tem grande im-
portaˆncia, ja´ que o problema de minimizar a probabilidade de ocorreˆncia de erros na
transmissa˜o por esses canais esta´ relacionado ao problema de encontrar reticulados com
diversidade ma´xima e com maior distaˆncia produto mı´nima poss´ıvel [BVRB96].
Definic¸a˜o 1.8.1. a) A diversidade (ou distaˆncia de Hamming) entre dois vetores x 
px1, x2, . . . , xnq e y  py1, y2, . . . , ynq em Rn e´ dada pelo nu´mero de coordenadas diferentes
deles, isto e´,
divpx, yq  |ti : xi  yiu|. (1.60)
b) Se x  px1, x2, . . . , xnq P Rn, definimos a diversidade de x como sendo
divpxq  divpx, 0q  |ti : xi  0u|. (1.61)
c) Seja S  Rn um subconjunto qualquer. A diversidade mı´nima (ou distaˆncia mı´nima de
Hamming) de S e´ dada por
divpSq  mintdivpx, yq : x, y P S, x  yu. (1.62)
Notemos na Definic¸a˜o 1.8.1 que, se S e´ um grupo abeliano aditivo em Rn,
enta˜o 0 P S, donde segue que divpSq  mintdivpxq : x P S, x  0u. Em particular, quando
S  Λ  Rn e´ um reticulado,
divpΛq  mintdivpxq : x P Λ, x  0u. (1.63)
A fim de fazer aplicac¸o˜es a canais do tipo Rayleigh com desvanecimento, o ob-
jetivo e´ encontrar reticulados em Rn que teˆm diversidade ma´xima (igual a n). Isso significa
encontrar reticulados cujos vetores na˜o nulos na˜o interceptam os eixos coordenados.
O exemplo a seguir mostra que o conceito de diversidade na˜o e´ um invariante
geome´trico (na me´trica euclidiana), visto que pode variar com rotac¸o˜es. No entanto, e´
poss´ıvel mostrar que a diversidade e´ um invariante geome´trico com a me´trica da soma.
Exemplo 1.8.1. Consideremos os reticulados Λ1  Z2 e Λ2 
xpcos θ,senθq, psenθ, cos θqy em R2, sendo θ um aˆngulo entre 0 e pi{2 (assim,
Λ2 e´ um Z2-rotacionado). Claramente, a diversidade mı´nima de Λ1 e´ 1, ja´ que
divp1, 0q  1. Por sua vez, se tgθ R Q, enta˜o Λ2 tem diversidade mı´nima 2. De fato, seja
pa cos θ  bsenθ, asenθ   b cos θq qualquer elemento na˜o nulo de Λ2, com a, b P Z. Assim,
a primeira coordenada e´ zero se, e somente se,
a cos θ  bsenθ  0 ðñ tgθ  senθ{ cos θ  a{b (1.64)
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e a segunda coordenada e´ zero se, e somente se,
asenθ   b cos θ  0 ðñ tgθ  senθ{ cos θ  b{a. (1.65)
Logo, se tgθ R Q, enta˜o as duas coordenadas de qualquer elemento na˜o nulo de Λ2 sa˜o
na˜o nulas, o que comprova que a diversidade mı´nima de Λ2 e´ 2.
Definic¸a˜o 1.8.2 (Distaˆncia produto). Seja Λ  Rn um reticulado com diversidade l ¤ n.





b) A l-distaˆncia produto mı´nima do reticulado Λ e´ definida como sendo
dlp,min  mintdlppxq : x  0, x P Λu. (1.66)
Observac¸a˜o 1.8.1. Se l  n e´ a diversidade do reticulado Λ  Rn, enta˜o na Definic¸a˜o
1.8.2 pode-se omitir a letra l tanto do t´ıtulo dos conceitos como das notac¸o˜es.
Ale´m de diversidade ma´xima, aplicac¸o˜es de reticulados a canais do tipo Ray-
leigh com desvanecimento pedem que a distaˆncia produto mı´nima seja a ma´xima poss´ıvel.
Como se pode perceber, na˜o e´ ta˜o fa´cil calcular a distaˆncia produto mı´nima de um re-
ticulado. No entanto, reticulados alge´bricos aparecem como uma boa alternativa para
contornar este problema devido ao que veremos na pro´xima proposic¸a˜o, considerando K
um corpo de nu´meros de grau n, OK o anel de inteiros de K, α um elemento totalmente
positivo em K e σα o mergulho torcido (se α  1, assumimos que σα  σ, o mergulho de
Minkowski).
Proposic¸a˜o 1.8.1. Se K e´ um corpo de nu´meros totalmente real e M  K e´ um Z-
mo´dulo livre de posto n, enta˜o o reticulado alge´brico σαpMq tem diversidade ma´xima
(isto e´, divpσαpMqq  n).
Demonstrac¸a˜o. Seja y  py1, y2, . . . , ynq  0 um elemento de σαpMq. Assim, existe x PM
tal que σαpxq  y, com x  0. Como K e´ totalmente real, segue que todos os monomor-
fismos σi de K, 1 ¤ i ¤ n, sa˜o reais. Agora, σipxq  yi. Assim, se yi  0 enta˜o σipxq  0
e, da injetividade de σi, segue que x  0, o que e´ um absurdo. Portanto, yi  0 para todo
i  1, 2, . . . , n, donde conclu´ımos que a diversidade de σαpMq e´ ma´xima.
Conforme a Proposic¸a˜o 4.4.2 de [Jor12], se I e´ um ideal na˜o zero de OK, o reti-
culado σαpIq tem diversidade r1  r2, em que pr1, r2q e´ a assinatura de K, o que generaliza
a Proposic¸a˜o 1.8.1. Em particular, se K e´ totalmente complexo, enta˜o sua diversidade e´
n{2. Note, portanto, que reticulados alge´bricos advindos de corpos de nu´meros totalmente
reais sa˜o mais interessantes, visto que nesse caso a diversidade e´ ma´xima. Com relac¸a˜o a`
distaˆncia produto mı´nima, nesses casos, valem os seguintes resultados, cujas provas podem
ser encontradas em [Jor12, Proposic¸a˜o 4.4.4]:
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Proposic¸a˜o 1.8.2. Se K e´ totalmente real e M e´ um Z-mo´dulo livre de posto n, enta˜o a
distaˆncia produto mı´nima do reticulado σαpMq e´ dada por
dp,minpσαpMqq 
a
NKpαq min0yPM |NKpyq| (1.67)
Corola´rio 1.8.1. Se K e´ totalmente real e I e´ um ideal na˜o zero de OK, enta˜o a distaˆncia















Quando I na˜o e´ um ideal principal, NpIq   min
0yPI




Construc¸o˜es alge´bricas de Zn e Dn com
diversidade ma´xima
Reticulados com diversidade ma´xima e grande distaˆncia produto mı´nima
tem sido considerados para utilizac¸a˜o em canais do tipo Rayleigh com desvanecimento
[BVRB96]. O ca´lculo da distaˆncia produto mı´nima na˜o e´ ta˜o simples de ser feito em reti-
culados gerais, mas e´ facilitado em reticulados obtidos algebricamente, via ideais de ane´is
de inteiros de corpos de nu´meros atrave´s do mergulho torcido. Neste cap´ıtulo, apresenta-
mos construc¸o˜es alge´bricas, via o mergulho torcido, de verso˜es rotacionadas dos reticula-
dos Zn e Dn com diversidade ma´xima, para qualquer n P N, e calculamos sua distaˆncia
produto mı´nima desde que determinadas hipo´teses sejam satisfeitas. As construc¸o˜es de
Zn aqui apresentadas, para qualquer n, e de Dn, com n igual a uma poteˆncia de 2, ja´
sa˜o conhecidas na literatura [BFN05, JC12, SO07]. Nossas contribuic¸o˜es consistem em
apresentar a construc¸a˜o de Dn para qualquer n (na˜o so´ poteˆncia de 2) e em aprofundar o
ca´lculo da distaˆncia produto mı´nima em todas as construc¸o˜es de Zn e Dn feitas aqui. Em
particular, obteremos os reticulados D3 e D5 com diversidade ma´xima, os quais tambe´m
podem ser recomendados para utilizac¸a˜o em canais gaussianos, pois sa˜o os mais densos
nas dimenso˜es 3 e 5, respectivamente. Na Sec¸a˜o 2.1, apresentamos a construc¸a˜o alge´brica
de Zn e Dn e analisamos suas distaˆncias produto mı´nimas para o caso n ı´mpar. Na Sec¸a˜o
2.2, sa˜o resgatados alguns resultados ja´ conhecidos no caso em que n e´ uma poteˆncia de
2. Na Sec¸a˜o 2.3, apresentamos a construc¸a˜o alge´brica geral de Zn e Dn e suas distaˆncias
produto mı´nimas quando n e´ par e na˜o e´ uma poteˆncia de 2 atrave´s da colagem dos ca-
sos estudados nas duas sec¸o˜es anteriores. Por fim, na Sec¸a˜o 2.4, comparamos a distaˆncia
produto mı´nima relativa entre Zn e Dn e fazemos a ana´lise de alguns casos particula-
res. Ale´m dos itens mencionados acima, as refereˆncias principais deste cap´ıtulo incluem
tambe´m [AAC, BFOV04, Ere88, ESK05, Jor12]. Resultados originais deste cap´ıtulo foram
apresentados em [dA17] e esta˜o dispon´ıveis no trabalho conjunto [dAJ17].
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2.1 Construc¸o˜es de Zn e Dn, com n ı´mpar
Seja n ¡ 1 um inteiro ı´mpar. Devido ao Teorema de Dirichlet [Ser73, Lema 3,
Cap´ıtulo 3], existe um nu´mero primo p tal que p  1 pmod nq. Seja ζp  e
2ipi
p a p-e´sima
raiz primitiva da unidade. A extensa˜o ciclotoˆmica Qpζpq{Q tem grupo de Galois c´ıclico
gerado pelo automorfismo σ definido por σpζpq  ζrp , em que r e´ um elemento primitivo
do corpo Zp. Isso significa que r e´ um elemento tal que a sua menor poteˆncia j inteira
estritamente positiva satisfazendo rj  1 pmod pq e´ p 1.
O subgrupo H  xσny de GalpQpζpq{Qq tem como corpo fixo um subcorpo de
Qpζpq que denotamos por K. Assim,
K  ty P Qpζpq : σnpyq  yu. (2.1)
Lema 2.1.1. O corpo K tem grau n e e´ um corpo de nu´meros totalmente real.
Demonstrac¸a˜o. Seja i a ordem do grupo H  xσny. Assim, ni  p 1, pois |xσy|  p 1,






Como K{Q e´ uma extensa˜o galoisiana, segue do Teorema da Correspondeˆncia de Galois
[Sam70, Sec¸a˜o 6.1], que o valor obtido na Equac¸a˜o 2.2 deve coincidir com o grau da
extensa˜o de K sobre Q. Portanto, o grau de K e´ n. Como n e´ ı´mpar e p 1 e´ par, segue
que i  2˜i, com i˜ P Z¡0. Assim, se y P K, enta˜o σnpyq  y e, da´ı, σ
p1
2 pyq  σni˜pyq 
σn  σn  . . .  σnpyq  y. Logo, y e´ fixo por σ p12 , o que significa que y pertence ao corpo
maximal real Qpζp ζ1p q. Portanto, K  Qpζp ζ1p q  R, o que prova que K e´ totalmente
real.








em que m  pp  1q{2. Como p e´ primo e r   p, segue que mdcpr  1, pq  1 e, con-
sequentemente, existe um inteiro λ satisfazendo a congrueˆncia λpr  1q  1 pmod pq.
Consideremos tambe´m em Qpζpq o elemento
z  ζλpαp1 ζpq. (2.4)
Notemos que z e´ um inteiro alge´brico. Por isso, o elemento





e´ um elemento que pertence a OK.
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Lema 2.1.2 ([BFOV04], Lemas 3 e 4). Valem as seguintes igualdades:
a) σpαq  ζp1p α
b) σpζλpαq  ζλpα
c) pζλpαq2  p1qmp
Lema 2.1.3 ([ESK05], Apeˆndice II). TrKpx2q  p2 e TrKpxσjpxqq  0, se j  0.
Como consequeˆncia do Lema 2.1.3, segue o pro´ximo resultado:





x σpxq . . . σn2pxq σn1pxq
σpxq σ2pxq . . . σn1pxq x
σ2pxq σ3pxq . . . x σpxq
... ... ... ... ...




e´ ortogonal, ou seja, GGT  GTG  In.
A Proposic¸a˜o 2.1.1 nos permite afirmar que o reticulado alge´brico σ1{p2pIq e´
equivalente ao reticulado Zn, em que I e´ o Z-mo´dulo
I  xx, σpxq, . . . , σn1pxqyZ. (2.7)
Como consequeˆncia, a proposic¸a˜o seguinte apresenta a construc¸a˜o do reticulado alge´brico
Dn atrave´s de um Z-mo´dulo contido em OK.
Proposic¸a˜o 2.1.2. Consideremos β  1{p2 e M o Z-submo´dulo de OK gerado por
tx  σpxq, x σpxq, σpxq  σ2pxq, . . . , σn2pxq  σn1pxqu. (2.8)
O reticulado alge´brico σβpMq e´ uma versa˜o rotacionada de Dn.
Demonstrac¸a˜o. Uma matriz geradora de Dn e´ dada por

1 1 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...









x σpxq σpxq  σ2pxq . . . σn1pxq  x
x σpxq σpxq  σ2pxq . . . σn1pxq  x
... ... . . . ...
σn2pxq  σn1pxq σn1pxq  x . . . σn3pxq  σn2pxq

, (2.10)
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que e´ uma matriz geradora de σβpMq. Assim, σβpMq e´ uma versa˜o rotacionada de Dn.
O reticulado obtido na Proposic¸a˜o 2.1.2 e´ um Dn-rotacionado, que e´ uma
versa˜o equivalente do reticulado Dn. Como reticulados equivalentes preservam a densidade
de centro, o reticulado σβpMq tem a maior densidade de centro conhecida, por exemplo,
nas dimenso˜es n  3, n  5 e n  37 [Neb]. Em [Jor12] e [JC12] as autoras produzem
reticulados Dn-rotacionados para n  pp  1q{2, em que p e´ um nu´mero primo ı´mpar.
Anteriormente, obtivemos Dn para outros valores de n na˜o considerados nessas refereˆncias,
tais como n  7.
Exemplo 2.1.1. Neste exemplo, apresentamos verso˜es rotacionadas com diversidade
ma´xima de Z7 e de D7. Seja p  29, que e´ congruente a 1 mo´dulo 7. Neste caso, r  2 e
λ  1. Os valores de α, z e x sa˜o:
α  ζ2729  ζ2629  ζ2529   ζ2429   ζ2329   ζ2229   ζ2129  ζ2029   ζ1929  ζ1829  ζ1729  ζ1629   ζ1529  ζ1429
ζ1329   ζ1229  ζ1129  ζ1029  ζ929   ζ829  ζ729   ζ629   ζ529   ζ429   ζ329  ζ229  ζ29   1,
(2.11)
z  2ζ2729  4ζ2629  2ζ2529  2ζ2429  2ζ2329  4ζ2129  2ζ1929  2ζ1829  4ζ1729  2ζ1529  4ζ1429  2ζ1229
2ζ1129  4ζ1029  4ζ829  2ζ729  2ζ629  2ζ529  2ζ329  4ζ229  ζ29  3,
(2.12)
x  3ζ2729  ζ2629  ζ2529  3ζ2429  3ζ2329  ζ2229  ζ2129  ζ2029  ζ1929   3ζ1829   3ζ1629  3ζ1529  3ζ1429 
 3ζ1329   3ζ1129  ζ1029  ζ929  ζ829  ζ729  3ζ629  3ζ529  ζ429  ζ329  3ζ229  5.
(2.13)





19.747... 4.729... 13.016... 2.244... 2.387... 7.991... 13.588...
4.729... 13.016... 2.244... 2.387... 7.991... 13.588... 19.747...
13.016... 2.244... 2.387... 7.991... 13.588... 19.747... 4.729...
2.244... 2.387... 7.991... 13.588... 19.747... 4.729... 13.016...
2.387... 7.991... 13.588... 19.747... 4.729... 13.016... 2.244...
7.991... 13.588... 19.747... 4.729... 13.016... 2.244... 2.387...
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15.017... 8.286... 10.772... 4.631... 10.378... 5.597... 33.335...
24.477... 17.746... 15.260... 0.143... 5.603... 21.579... 6.158...
17.746... 15.260... 0.143... 5.603... 21.579... 6.158... 24.477...
15.260... 0.143... 5.603... 21.579... 6.158... 24.477... 17.746...
0.143... 5.603... 21.579... 6.158... 24.477... 17.746... 15.260...
5.603... 21.579... 6.158... 24.477... 17.746... 15.260... 0.143...





A grande vantagem das construc¸o˜es de Zn e de Dn feitas anteriormente em
relac¸a˜o a`s suas construc¸o˜es usuais e´ que as verso˜es rotacionadas σβpIq e σβpMq teˆm diversi-
dade ma´xima, ja´ que o corpo K sobre o qual foram obtidas e´ totalmente real (Lema 2.1.1).
Esse fato nos permite calcular a distaˆncia produto mı´nima dessas construc¸o˜es conforme
a Proposic¸a˜o 1.8.2 da Sec¸a˜o 1.8. Sendo assim, os dois pro´ximos resultados da˜o condic¸o˜es
para o ca´lculo da distaˆncia produto mı´nima da versa˜o de Zn obtida anteriormente, com
n ı´mpar.
Proposic¸a˜o 2.1.3. O Z-mo´dulo I definido em (2.7) e´ um ideal em OK.
Demonstrac¸a˜o. Consideremos o Z-mo´dulo J  xz, σpzq, . . . , σp2pzqyZ em OQpζpq  Zrζps.




ipzq um elemento qualquer de J , em














Como tζrip up2i0  tζkp up1k1, podemos reenumerar a soma (2.16) denominando por bk o termo




bkp1 ζkp qζp. (2.17)
Sejam c1  
p1¸
k1
bk e ci  bi1, para 2 ¤ i ¤ p 1. Assim,
p1¸
k1






bk1p1 ζkp q 

































pαp1 ζ ipq. (2.19)
Denominando por p1qkdk cada termo ci tal que ζ ip  ζr
k










k pzq . (2.20)
Disso conclu´ımos que jζp P J para todo j P J . Por recorreˆncia segue que jζkp P J para
0 ¤ k ¤ p2. Como tζkp up2k0 e´ uma Z-base para OQpζpq, podemos concluir que jOQpζpq  J ,
para todo j P J . Logo, J e´ ideal em OQpζpq. Por fim, o conjunto I coincide com o ideal
TrQpζpq{KpJq, ja´ que x  TrQpζpq{Kpzq e, para cada σipzq da Z-base de J ,
TrQpζpq{Kpσipzqq  σipxq  σqn rpxq  σrpxq P I, (2.21)
pois existem q e r tais que i  qn   r, 0 ¤ r   n, e σnpxq  x. Logo, I e´ um ideal de
OK.
Proposic¸a˜o 2.1.4. Se σpxq{x P Zrζps, enta˜o I e´ um ideal principal de OK gerado por x.
Demonstrac¸a˜o. Como u  σpxq{x P Zrζps XK, segue que u P OK. Assim, σipuq P OK e
tx, σpxq, σ2pxq, . . . , σn1pxqu  tx, ux, σpuqux, . . . , σn2puqσn3puq . . . σpuquxu  xOK
(2.22)
ou seja, I  xOK. Como xOK  I, segue que I  xOK.
Como consequeˆncia da Proposic¸a˜o 2.1.4 podemos calcular a distaˆncia produto
mı´nima de σβpIq  Zn, mas para isso precisamos do seguinte lema:
Lema 2.1.4. [LNI02, Corola´rio 4.2] Se p e´ um primo ı´mpar e K  Qpζpq, enta˜o o
discriminante de K e´ dado por DpKq  prK:Qs1.
Corola´rio 2.1.1. Se σpxq{x P Zrζps, enta˜o a distaˆncia produto mı´nima do reticulado
σβpIq (equivalente a Zn) e´ igual a p 1n2 . Ale´m disso, |NKpxq|  pn 12 .
Demonstrac¸a˜o. Devido a` Proposic¸a˜o 2.1.4, I e´ um ideal principal em OK gerado por x.





onde D e´ o determinante do reticulado. Como o reticulado e´ Zn-rotacionado, enta˜o D  1.





 p 1n2 . (2.24)
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Por outro lado, sabemos que a distaˆncia produto mı´nima e´ igual
a
NKpβq min0yPI |NKpyq|.
Sendo β  1{p2 segue que
a
NKpβq  p1{pqn. Ale´m disso, como I e´ principal gerado por
x, o valor de min
0yPI
|NKpyq| deve ser atingido em x, ou seja,
|NKpxq|  min0yPI |NKpyq| 
dp,minpσβpIqqa
NKpβq
 p 1n2 pn  pn 12 , (2.25)
como quer´ıamos demonstrar.
Observemos que na Proposic¸a˜o 2.1.4 e no Corola´rio 2.1.1 e´ necessa´rio supor
a hipo´tese de σpxq{x ser um elemento inteiro alge´brico (ou seja, pertencer a Zrζps). A
proposic¸a˜o a seguir garante que isso sempre vale quando o corpo K for o corpo maximal
real Qpζp   ζ1p q em Qpζpq.
Proposic¸a˜o 2.1.5. Se pp 1q{n  2, enta˜o σpxq{x P Zrζps.






p1 ζrn 1p q   p1 ζr2n 1p q
	
ζλpα





















Sabe-se que o termo expresso em (2.26) e´ uma unidade de OK [Was95, Lema
1.3]. Em particular, σpxq{x e´ um elemento de OK  Zrζps, como quer´ıamos demonstrar.
A Proposic¸a˜o 2.1.5 nos garante que, quando p  2n   1 e´ um nu´mero primo,
existe Zn com diversidade ma´xima e distaˆncia produto mı´nima igual a p 1n2 . Isso ocorre,
por exemplo, para n  3, 5, 9, 11, 15, 19, .... No entanto, os resultados desta sec¸a˜o nos
permitem obter a distaˆncia produto mı´nima tambe´m em outros casos apo´s verificarmos
que σpxq{x e´ um inteiro alge´brico, como no exemplo a seguir:
Exemplo 2.1.2. Consideremos o Z7-rotacionado (n  7) desenvolvido no Exemplo 2.1.1.
Nesse caso utilizamos o nu´mero primo p  29, que na˜o satisfaz a igualdade p  2n   1.
Logo, para aplicar o Corola´rio 2.1.1 precisamos calcular o quociente σpxq{x e verificar se
tal nu´mero e´ um inteiro alge´brico. De fato,
σpxq
x
 ζ29  ζ1229  ζ1729  ζ2829 (2.27)
pertence a Zrζ29s, pois e´ uma combinac¸a˜o inteira de poteˆncias de ζ29. Portanto, o Corola´rio
2.1.1 garante que a distaˆncia produto mı´nima desse reticulado e´
p
1n
2  293 (2.28)
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e que
|NKpxq|  pn 12  294. (2.29)
Observac¸a˜o 2.1.1. A hipo´tese σpxq{x P Zrζps na˜o e´ sempre va´lida. Por exemplo, quando
n  13 e p  131 (ou p  157, ou p  313), o quociente σpxq{x na˜o e´ um inteiro alge´brico.
No entanto, se p  53 ou p  79, esse quociente pertence a Zrζps.
Agora vamos analisar a distaˆncia produto mı´nima dos reticulados Dn-
rotacionados constru´ıdos na Proposic¸a˜o 2.1.2 atrave´s do Z-mo´dulo
M  tx  σpxq, x σpxq, σpxq  σ2pxq, . . . , σn2pxq  σn1pxqu. (2.30)
Se M fosse um ideal principal, poder´ıamos concluir que a distaˆncia produto mı´nima de
σ1{p2pMq seria 2p
1n
2 [Jor12, Sec¸a˜o 4]. No entanto, veremos que em uma infinidade de
situac¸o˜es e dadas algumas hipo´teses esse valor e´ igual a p 1n2 . Portanto, M na˜o pode ser
um ideal principal nesses casos.
Proposic¸a˜o 2.1.6. Se σpxq{x P Zrζps, enta˜o a distaˆncia produto mı´nima de σ1{p2pMq 
Dn satisfaz dp,minpσ1{p2pMqq ¥ p
1n
2 .
Demonstrac¸a˜o. Esse resultado ocorre porque σ1{p2pMq e´ um sub-reticulado de σ1{p2pIq,
cuja distaˆncia produto mı´nima e´ p 1n2 , segundo o Corola´rio 2.1.1.
Proposic¸a˜o 2.1.7. Se u  σpxq{x P Zrζps e se pelo menos um dos elementos 1   u ou
1u e´ uma unidade em OK, enta˜o a distaˆncia produto mı´nima de σ1{p2pMq  Dn e´ igual
a p 1n2 .
Demonstrac¸a˜o. Se 1   u e´ uma unidade em OK, enta˜o, do Corola´rio 2.1.1, segue que
x  σpxq  xp1  uq tem valor absoluto da norma dado por
|NKpx  σpxqq|  |NKpxq|  pn 12 . (2.31)
O mesmo argumento vale no caso em que 1  u e´ uma unidade. Por um lado, devido a`
Proposic¸a˜o 2.1.6, dp,minpσ1{p2pMqq ¥ p
1n
2 , donde segue que
min
0yPM
|NKpyq| ¥ NKp1{p2q2p 1n2  pn 12 . (2.32)
Por outro lado, um dos valores y  x  σpxq atinge esse mı´nimo. Disso, conclu´ımos que
dp,minpσ1{p2pMqq  pnp
n 1
2  p 1n2 .
Observac¸a˜o 2.1.2. Observemos que 1 u e´ uma unidade em OK se, e somente se, vale
a igualdade |NKpx σpxqq|  |NKpxq|.
Lembremos da Proposic¸a˜o 2.1.5 que u P OK quando pp  1q{n  2. Portanto,
nesses casos, para ver se a distaˆncia produto mı´nima e´ igual a p 1n2 deve-se apenas verificar
se pelo menos um entre os elementos 1 u ou 1u e´ uma unidade. Na pro´xima proposic¸a˜o
vemos um caso em que 1  u e´ sempre uma unidade em OK:
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Proposic¸a˜o 2.1.8. Se n  3 e u P Zrζps, enta˜o 1 u e´ uma unidade em OK. Consequen-
temente, a distaˆncia produto mı´nima do reticulado alge´brico σ1{p2pMq  D3 constru´ıdo
via qualquer p  1 pmod 3q e´ 1{p.
Demonstrac¸a˜o. Seja M  xx, σpxq, σ2pxqyZ. O Lema 2.1.3 implica que
xσpxq   σpxqσ2pxq   σ2pxqx  0. (2.33)
Utilizando (2.33), temos:
NKpx  σpxqq  px  σpxqqpσpxq   σ2pxqqpσ2pxq   xq 
px2   xσpxq   σpxqσ2pxq   σ2pxqxqpσpxq   σ2pxqq 
x2pσpxq   σ2pxqq  xpxσpxq   xσ2pxqq  xpσpxqσ2pxqq  NKpxq.
(2.34)
Os resultados seguem da Observac¸a˜o 2.1.2 e da Proposic¸a˜o 2.1.7.
Exemplo 2.1.3. Consideremos o D7-rotacionado (n  7) desenvolvido no Exemplo 2.1.1,
com primo p  29. Ja´ vimos no Exemplo 2.1.2 que σpxq{x e´ um inteiro alge´brico. Ale´m
disso,
1 u  1  ζ29   ζ1229   ζ1729   ζ2829 (2.35)
e seu inverso e´
1
1 u  ζ
27
29  2ζ2629  2ζ2529   ζ2429  ζ2329  2ζ2229  2ζ1929  ζ1829  ζ1629  ζ1529  ζ1429
ζ1329  ζ1129  2ζ1029  2ζ729  ζ629   ζ529  2ζ429  2ζ329   ζ229  3
(2.36)
do que podemos concluir que 1u e´ uma unidade em Zrζps. Portanto, 1u e´ uma unidade
em OK. Segue da Proposic¸a˜o 2.1.7 que a distaˆncia produto mı´nima de σ1{292pMq  D7 e´




































































































na˜o e´ um inteiro alge´brico.
Observac¸a˜o 2.1.3. A hipo´tese de 1   u ou 1  u ser(em) unidade(s) nem sempre e´
va´lida. Como foi comentado na Observac¸a˜o 2.1.1, se n  13 e p  53 ou p  79, enta˜o
σpxq{x P Zrζps. No entanto, nesses dois casos, nem 1   u nem 1  u sa˜o invert´ıveis em
OK.
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2.2 Construc¸o˜es de Zn e Dn, com n poteˆncia de 2
Nesta sec¸a˜o, descreveremos as construc¸o˜es dos reticulados alge´bricos Zn e Dn,
com n igual a uma poteˆncia de 2, propostas em [SO07] e [JC12]. Para isso, sejam m ¥ 3
um nu´mero inteiro, n  2m2 e ω  e 2pii2m uma raiz 2m-e´sima primitiva da unidade.
Denotando por θ o nu´mero ω   ω1, vemos que L  Qpθq e´ o subcorpo maximal real
do corpo ciclotoˆmico Qpωq, de modo que rQpωq : Ls  2. Logo, o grau do corpo L e´ n.
Ale´m disso, OL  Zrθs [Was95, Proposic¸a˜o 2.16]. A seguir, para cada j ¥ 0, consideremos
θj  ωj   ωj.
Proposic¸a˜o 2.2.1. [SO07, Teorema 1] Consideremos os vetores w0  1, w1  1   θ1,
. . ., wn1  1   θ1   . . .   θn1. O conjunto H  tw0, w1, . . . , wn1u e´ uma Z-base para
OL. Ale´m disso, sendo β  1{n θ{p2nq, o reticulado σβpOLq e´ uma versa˜o rotacionada
de Zn.
Seja τ o gerador do grupo de Galois c´ıclico da extensa˜o L sobre Q, definido





w0 τpw0q . . . τn1pw0q
w1 τpw1q . . . τn1pw1q
... ... . . . ...






β 0 . . . 0
0
a
τpβq . . . 0
... ... . . . ...





Para calcular explicitamente a matriz, notemos que τ jpw0q  1 e que τ jpwiq  1   θrj  
θ2rj   . . .  θirj , para 0 ¤ i, j ¤ n 1. Consequentemente podemos construir o reticulado
Dn, de forma ana´loga ao que foi feito em [JC12, Proposic¸a˜o 4.6]:
Proposic¸a˜o 2.2.2. Consideremos o Z-mo´dulo
L  xw0   w1, w0  w1, . . . , wk2  wk1yZ  x2  θ1,θ1,θ2, . . . ,θk1yZ. (2.39)
O reticulado alge´brico σβpLq e´ uma versa˜o rotacionada de Dn, sendo n  2m2.
Demonstrac¸a˜o. Basta multiplicar a matriz da Equac¸a˜o 2.9 pela matriz G de (2.38), tal
como foi feito na demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.1.2. O fato de G ser uma matriz de
rotac¸a˜o garante que o reticulado e´ uma versa˜o rotacionada de Dn.
Outro conjunto de geradores para o Z-mo´dulo L da Proposic¸a˜o 2.2.2 e´
t2θ0, θ1, θ2, . . . , θn1u. Isso implica que o Z-mo´dulo L e´ o ideal principal θ1OL [JC12,
Proposic¸a˜o 4.7].
Os reticulados Zn e Dn, em que n  2m2 e m ¥ 3, teˆm diversidade ma´xima,
ja´ que sa˜o imagens, via o mergulho torcido, de ideais principais em ane´is de inteiros de
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corpos de nu´meros totalmente reais. Como esses ideais sa˜o principais e DpLq  2pm1qn1




















Exemplo 2.2.1. Sejam m  3, n  2, θ  ζ8  ζ18 
?
2, L  Qp
?
2q e β  p2
?
2q{4.
O conjunto H  tw0  1, w1  1  
?
2u e´ uma Z-base para o reticulado σβpZr
?
2sq,
equivalente a Z2. Por sua vez, L  x2,
?
2yZ e´ o Z-mo´dulo cuja imagem por σβ equivale
ao reticulado D2. Ambos os reticulados teˆm diversidade ma´xima. Nesta construc¸a˜o, a
distaˆncia produto mı´nima de Z2 e´
?
2{4 e a de D2 e´
?
2{2.
Exemplo 2.2.2. Sejam m  4, n  4, θ  ζ16   ζ116  2 cosppi{8q, L  Qp2 cosppi{8qq e
β  p1cosppi{8qq{4. O conjunto H  tw0  1, w1  1 2 cosppi{8q, w2  1 2 cosppi{8q ?
2, 1  2 cosppi{8q  
?
2  2 cosp3pi{8qu e´ uma Z-base para o reticulado σβpZr2 cosppi{8qsq,
equivalente a Z4. Por sua vez, L  x2, 2 cosppi{8q,
?
2, 2 cosp3pi{8qyZ e´ o Z-mo´dulo cuja
imagem via σβ equivale ao reticulado D4. Ambos os reticulados teˆm diversidade ma´xima.
Nesta construc¸a˜o, a distaˆncia produto mı´nima de Z4 e´ 211{2 e a de D4 e´ 29{2.
2.3 Construc¸o˜es de Zn e Dn, com n ¡ 1 par
A seguir construiremos os reticulados Zn e Dn, para qualquer nu´mero par
n ¡ 1 a partir da composic¸a˜o de corpos utilizados para obter as verso˜es de Zn e Dn com
n ı´mpar e com n igual a uma poteˆncia de 2 nas Sec¸o˜es 2.1 e 2.2. Vamos fatorar o nu´mero
inteiro n ¡ 1 como n  2m2l, em que l ¡ 1 e´ um nu´mero ı´mpar e m ¡ 2. Sejam K o
corpo de grau l definido na Equac¸a˜o 2.1 da Sec¸a˜o 2.1 e L  Qpωq  Qpζ2m   ζ12m q o corpo
de grau 2m2 definido na Sec¸a˜o 2.2.
Lema 2.3.1. Considerando as notac¸o˜es do para´grafo anterior, valem as seguintes
afirmac¸o˜es:
a) KX L  Q.
b) Se KL e´ o corpo composto de K e L (isto e´, o menor corpo que conte´m K e L
simultaneamente), enta˜o GalpKL{Qq  GalpK{Qq GalpL{Qq.
c) O grau do corpo composto KL e´ n.
d) O discriminante de KL e´ DpKq2m2DpLql.
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e) O anel de inteiros de KL e´ OKL  OKOL. Ale´m disso, se txiui e´ uma Z-base de OK
e se tyjuj e´ uma Z-base de OL, enta˜o txiyjuij e´ uma Z-base de OKL.
f) TrKLpuvq  TrKpuqTrLpvq, para todo u P K e v P L.
Demonstrac¸a˜o. Como K tem grau ı´mpar, L tem grau par e K X L tem grau divisor
simultaˆneo dos graus de K e de L, e enta˜o o grau de K X L e´ 1, donde segue o item (a).
O item (b) e´ consequeˆncia do item (a) e pode ser provado a partir de [Rib01, Sec¸a˜o 2.7],
ja´ que as extenso˜es K{Q e L{Q sa˜o galoisianas. Os itens (c), (d) e (e) sa˜o provados em
[Rib01, W, cap´ıtulo 13]. Por fim, o item (f) e´ consequeˆncia do item (b).
Devido ao item (c) do Lema 2.3.1, o corpo composto KL tem grau n e pode
ser usado para construir Zn e Dn. Consideremos o ideal I de (2.7), o anel J  OL, o
nu´mero primo p satisfazendo p  1 pmod lq, os nu´meros θ e wi conforme foram definidos
na Sec¸a˜o 2.2, k  2m2 e σ e τ como nas Sec¸o˜es 2.1 e 2.2.
Proposic¸a˜o 2.3.1 ([BFOV04], Proposic¸a˜o 6). Sejam I o ideal produto IJ  OKL e
β  p2p1{k  θ{2kq. Assim, valem as seguintes afirmac¸o˜es:
a) I  xw0x,w0σpxq . . . , w0σl1pxq, w1x, . . . , w1σl1pxq, . . . , wk1x, . . . , wk1σl1pxqyZ.
b) σβpIq e´ uma versa˜o rotacionada de Zn.
c) A matriz geradora desse reticulado e´ o produto tensorial das matrizes G explicitadas
na Proposic¸a˜o 2.1.1 e na Equac¸a˜o 2.38.
Demonstrac¸a˜o. O item (a) ocorre porque o produto de ideais IJ e´, por definic¸a˜o, o con-
junto de todas as somas finitas de produtos de elementos de I por elementos de J . Deno-
temos por G1 a matriz explicitada na Proposic¸a˜o 2.1.1 sem o termo escalar 1{p, ou seja,
G1  pσiσjpxqq0¤i,j¤l1, por G2 a matriz a` esquerda no produto na Equac¸a˜o 2.38, por H1
a matriz quadrada l l com 1{p na diagonal e zero nas outras entradas e por H2 a matriz
diagonal a` direita no produto na Equac¸a˜o 2.38. Assim, o item (b) do Lema 2.3.1 garante
que a matriz geradora do reticulado σβpIq e´ igual a
G3  pG1 bG2qpH1 bH2q  pG1H1q b pG2H2q  pp1G1q b pG2H2q (2.42)
em que b representa o produto tensorial entre duas matrizes e H1bH2 e´ a matriz quadrada
de ordem kl  n com diagonal
a
σi  τ jpβq. Agora, notemos que p1G1 e´ a matriz geradora
de σ1{p2pIq da Proposic¸a˜o 2.1.1 e que G2H2 e´ a matriz G de (2.38), comprovando o item
(c). Por fim, para provar que σβpIq e´ uma versa˜o rotacionada de Zn basta provar que
a matriz de Gram de σβpIq, dada por GT3G3, e´ a matriz identidade. A matriz quadrada
G3G
T
3 tem ordem lk  n, onde cada entrada pa 1qpc 1qpb 1qpd 1q, 0 ¤ a, b ¤ l1
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e 0 ¤ c, d ¤ k 1, e´ dada por TrKLpβuawcubwdq, em que ui  σipcq, 0 ¤ i ¤ l 1. Devido
ao item (f) do Lema 2.3.1 segue que
TrKLpβuawcubwdq  TrKpp2uaubqTrL pp1{k  θ{p2kqqwcwdq , (2.43)
Devido a` Proposic¸a˜o 2.1.1 e a` Proposic¸a˜o 2.2.1, o trac¸o em (2.43) e´ igual a 1 quando a  b
e c  d, mas e´ zero nos outros casos. Isso significa que G3GT3  GT3G3  I, comprovando
o item (b).
Analogamente ao que fizemos nos casos tratados nas Sec¸o˜es 2.1 e 2.2, podemos
extrair um reticulado Dn-rotacionado de Zn:
Proposic¸a˜o 2.3.2. Consideremos o Z-mo´dulo M gerado por




twjpσipxq  σi 1pxqq, 0 ¤ i ¤ l  2u

(2.44)
e β  p2p1{k θ{p2kqq. O reticulado alge´brico σβpMq e´ uma versa˜o rotacionada de Dn.
Demonstrac¸a˜o. A matriz do reticulado obtido atrave´s do Z-mo´dulo M e´ o produto da
matriz de (2.9) de ordem n  n pela matriz do item (c) da Proposic¸a˜o 2.3.1. Como esta
u´ltima matriz e´ de rotac¸a˜o, enta˜o σβpMq e´ uma versa˜o rotacionada de Dn.
Nas Proposic¸o˜es 2.3.1 e 2.3.2 constru´ımos verso˜es rotacionadas dos reticulados
Zn e Dn a partir de Z-mo´dulos do corpo composto KL, que e´ um corpo totalmente real, ja´
que K e L sa˜o totalmente reais. Isso implica que os reticulados σβpIq  Zn e σβpMq  Dn
teˆm diversidade ma´xima. Por isso, a seguir calcularemos a distaˆncia produto mı´nimo de
cada um desses reticulados a partir dos resultados conhecidos para os casos k  2m2
(m ¥ 3) e l ı´mpar. Na sequeˆncia, seja β  p2 p1{k  θ{p2kqq, em que p  1 pmod lq.
Proposic¸a˜o 2.3.3. Se σpxq{x P Zrζps, enta˜o o ideal I  IOL e´ principal, gerado por x,




|NKLpxq|  pn k2 . (2.45)
Demonstrac¸a˜o. A Proposic¸a˜o 2.1.4 garante que I  xOK. Do item (e) do Lema 2.3.1
conclu´ımos que xOKL  xOKOL  IOL, ou seja, I  IOL e´ principal gerado por x. O









2  p kn2 2 lnpm1q2 .
(2.46)
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Finalmente, como x P K e |NKpxq|  p l 12 (Corola´rio 2.1.1), segue da propriedade transi-




 |  |NKpxq|k  p pl 1qk2  pn k2 , (2.47)
o que prova o resultado.







Demonstrac¸a˜o. Esse fato ocorre porque σβpMq e´ sub-reticulado de σβpIq, cuja distaˆncia





Corola´rio 2.3.2. Se u  σpxq{x P Zrζps e se pelo menos um dos elementos 1 u ou 1u






Demonstrac¸a˜o. Faremos a prova supondo que 1   u e´ unidade. O caso em que 1  u e´
unidade e´ ana´logo. Sendo 1  u uma unidade em OLK, pois e´ em OK, temos
NKLpx  σpxqq|  |NKLpxp1  uqq|  |NKLpxq|. (2.50)
O primeiro elemento do conjunto de geradores de M enunciado na Proposic¸a˜o 2.3.2 e´
w0px  σpxqq  x  σpxq, pois w0  1. Assim, de (2.45),
min
0yPM
|NKLpyq| ¤ |NKLpw0px  σpxqqq|  |NKLpxq|  pn k2 . (2.51)
Por sua vez, NKLpβq  p2np2kqnNKLp2θq. Como 2θ  2ωω1  p1ωqp1ω1q,
segue que
NQpωqp2 θq  NQpωq
 p1 ωqp1 ω1q   NQpωqp1 ωq2  22 (2.52)
e, usando a transitividade da norma,
NQpωqp2 θq  NL
 
NQpωq{Lp2 θq
  NLp2 θq2, (2.53)
donde segue que NLp2 θq  2. Tambe´m pela transitividade da norma obtemos
NKLp2 θq  NL
 
NKL{Lp2 θq




NKLpβq min0yPM |NKLpyq| ¤ p
np2kqn{22l{2pn k2  2 lnpm1q2 p kn2 .
(2.55)
Finalmente, com a desigualdade demonstrada no Corola´rio 2.3.1 conclui-se a prova.
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Corola´rio 2.3.3. Se n  3, enta˜o o reticulado σβpMq constru´ıdo no Corola´rio 2.3.2 tem





Demonstrac¸a˜o. Segue da aplicac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.1.8 ao Corola´rio 2.3.2.
Exemplo 2.3.1. Para construir Z14 (n  2.7, k  2, l  7) utilizamos o corpo K
constru´ıdo implicitamente no Exemplo 2.1.1 e o corpo L  Qp
?
2q. O ideal que gera uma




2qσpxq, . . . , p1  ?
2qσ6pxqyZ, com β  292p2
?
2q{4. Sua diversidade e´ ma´xima e sua distaˆncia produto





2qpx  σpxqq, . . . , p1  
?
2qpσ5pxq  σ6pxqqyZ gera D14 com diversidade
ma´xima e distaˆncia produto mı´nima dada por 221{2296, ja´ que a hipo´tese do Corola´rio
2.3.2 e´ va´lida neste exemplo.
2.4 Ana´lise dos resultados
Neste cap´ıtulo, trabalhamos em paralelo com verso˜es rotacionadas dos reticu-
lados Zn e Dn. Comparando esses reticulados com relac¸a˜o ao empacotamento esfe´rico,
sabe-se que Dn tem maior densidade que Zn quando n ¡ 2, ja´ que a densidade de centro
de Dn e´ 2pn 2q{2, enquanto a densidade de centro de Zn e´ igual a 2n. Com relac¸a˜o a`
distaˆncia produto mı´nima dos reticulados constru´ıdos aqui, para que a comparac¸a˜o seja
justa, e´ necessa´rio que os reticulados Zn e Dn tenham a mesma norma mı´nima. Como
isso na˜o ocorre, vamos compara´-los usando a distaˆncia produto mı´nima relativa, definida
a seguir:
Definic¸a˜o 2.4.1. A distaˆncia produto mı´nima relativa (ou somente distaˆncia produto
relativa) dp,relpΛq de um reticulado com diversidade ma´xima Λ  Rn com determinante
D e´ definido como sendo dp,relpΛq  dp,minpΛq{λn, em que λ e´ a distaˆncia mı´nima do
reticulado Λ.
A norma mı´nima de Zn e´ 1. Logo, dp,relpZnq coincide com dp,minpZnq. Por
sua vez, a norma mı´nima de Dn e´
?
2, donde segue que dp,relpDnq  2n{2dp,minpDnq.










Em cada caso podemos comparar as distaˆncias produto relativas das construc¸o˜es Zn e Dn
feitas neste cap´ıtulo:
• Se n ¡ 1 e´ um nu´mero ı´mpar, u  σpxq{x P Zrζps e pelo menos um dos elementos
1 u ou 1u e´ uma unidade em OK, enta˜o segue do Corola´rio 2.1.1 e da Proposic¸a˜o
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• Se n ¡ 1 e´ uma poteˆncia de 2, enta˜o de (2.40) e (2.41) segue que as verso˜es rotaci-







 2 12 1n .
• Se n  2m2l, com m ¡ 2 e l ¡ 1 ı´mpar, u  σpxq{x P Zrζps e pelo menos um
dos elementos 1   u ou 1  u e´ uma unidade em OK, enta˜o a Proposic¸a˜o 2.3.3 e o











Nas comparac¸o˜es feitas acima podemos notar que, a` medida que n cresce, a
raza˜o entre as densidades de centro de Zn e de Dn tende a zero, ao passo que a raza˜o
entre as distaˆncias produto relativas em todos os casos tende a
?
2. Isso significa que
ha´ uma vantagem em utilizar a versa˜o rotacionada do reticulado Dn em comparac¸a˜o a`
versa˜o rotacionada do reticulado Zn (aqui constru´ıdas) em canais do tipo Rayleigh com
desvanecimento e canais gaussianos, visto que a diferenc¸a entre as densidades de centro
desses reticulados passa a ser significativa a` medida que n cresce, enquanto a diferenc¸a
entre suas distaˆncias produto relativas na˜o.
Ao longo deste texto vimos que e´ poss´ıvel calcular a distaˆncia produto mı´nima
dos reticulados Zn e Dn, n na˜o poteˆncia de 2, quando algumas condic¸o˜es sa˜o va´lidas. Para
Zn precisamos verificar se u  σpxq{x e´ um inteiro alge´brico, enquanto para Dn temos que
ver se pelo menos um dos elementos 1 u ou 1u e´ unidade em OK. A Tabela 2 compara
os resultados da raiz n-e´sima da distaˆncia produto mı´nima relativa de Zn com a de Dn
para alguns valores de n que na˜o sa˜o calculados em trabalhos anteriores. A mesma tabela
tambe´m compara a densidade de centro desses reticulados em cada dimensa˜o. Nela, as
linhas referentes a n  7 e n  28 sa˜o as u´nicas que apresentam valores aproximados
sobre a distaˆncia produto mı´nima relativa de Dn (e na˜o apenas cotas inferiores), ja´ que
1 u e´ unidade apenas nesses casos entre todos os presentes na tabela. Os casos n  19 e
n  31 na˜o esta˜o presentes na tabela e tambe´m na˜o aparecem em trabalhos anteriores. Isso
ocorre porque na˜o foi encontrado nenhum nu´mero primo p   400, p  1 pmod nq, tal que
u  σpxq{x e´ inteiro alge´brico no anel de inteiros do corpo ciclotoˆmico Qpζpq. Portanto,
permanece sendo um problema em aberto encontrar algum primo p nessas condic¸o˜es.
Em [JACS15] tambe´m sa˜o calculadas as ra´ızes n-e´simas da distaˆncia produto
relativa de Zn e Dn para n  7. Comparando o resultado desse artigo com os resultados
deste cap´ıtulo, vemos que a distaˆncia produto relativa do reticulado Z7 constru´ıdo no
artigo mencionado ( 0.30...) e´ melhor que a do aqui apresentado, mas a distaˆncia produto
relativa de D7 em [JACS15] e´ apenas limitada inferiormente por  0.118, enquanto aqui
temos uma aproximac¸a˜o de 0.167 para esse valor.
Portanto, neste cap´ıtulo apresentamos a construc¸a˜o de verso˜es rotacionadas
dos reticulados Zn e Dn com diversidade ma´xima, os quais podem ser usados tanto para
canais do tipo Rayleigh com desvanecimento quanto para canais gaussianos. Observando
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Tabela 2 – Comparac¸a˜o da distaˆncia produto relativa e da densidade de centro de Zn e
Dn em algumas dimenso˜es




dp,relpDnq δpZnq  δpDnq 
7 - 29 - - 0.2362  0.1670 0.00781 0.04419
13 - 53 - - 0.16 ¥ 0.1131 0.000122 0.005524
17 - 103 - - 0.1129 ¥ 0.0798 0.000008 0.001381
25 - 101 - - 0.1091 ¥ 0.0771 3 108 0.000086
27 - 109 - - 0.1045 ¥ 0.0738 7 109 0.000043
28 7 29 4 4 0.0910  0.0643 4 109 0.000031
34 17 103 3 2 0.0671 ¥ 0.0474 6 1011 0.000004
37 - 311 - - 0.0622 ¥ 0.0439 7 1012 0.000001
43 - 173 - - 0.807 ¥ 0.057 1013 107
45 - 181 - - 0.787 ¥ 0.0556 3 1014 8 108
a Tabela 2 nota-se que, na pra´tica, em algumas situac¸o˜es, e´ mais vantajoso utilizar os




Forma trac¸o associada a corpos de nu´meros
c´ıclicos de grau primo ı´mpar
O ca´lculo da densidade de centro de um reticulado alge´brico obtido atrave´s
do mergulho de Minkowski sobre um corpo de nu´meros K depende da minimizac¸a˜o da
forma trac¸o TrKpxxq, com x pertencente ao Z-mo´dulo cuja imagem e´ esse reticulado
(Proposic¸a˜o 1.6.3 do Cap´ıtulo 1). Em [OINL17, Oli15] e´ explicitada a expressa˜o da forma
trac¸o TrKpxxq|OK quando K e´ um corpo de nu´meros c´ıclico de grau p, sendo p um nu´mero
primo ı´mpar na˜o ramificado sobre K. Tal expressa˜o depende apenas de invariantes do
corpo de nu´meros K e dos coeficientes da combinac¸a˜o linear de x em relac¸a˜o a` base
normal do anel de inteiros OK. Neste cap´ıtulo, contribu´ımos com a expressa˜o da forma
trac¸o TrKpxxq|OK no caso em que K e´ um corpo de nu´meros c´ıclico de grau p primo ı´mpar
ramificado sobre K. Pore´m, nesta situac¸a˜o na˜o existe base normal para o anel de inteiros
de OK e, por isso, utilizamos uma base “quase normal” de OK obtida como consequeˆncia
do Teorema de Leopoldt [Leo59, Let90, Cha15]. Na u´ltima sec¸a˜o, explicitamos a densidade
de centro de alguns reticulados alge´bricos sobre corpos de nu´meros c´ıclicos de grau primo
ı´mpar. As principais refereˆncias utilizadas neste cap´ıtulo consistem de [Was95, ILN06,
NINL16, Flo96] e das ja´ mencionadas acima. Alguns resultados deste cap´ıtulo foram
apresentados inicialmente em [dA16] e [dA18] e submetidos para publicac¸a˜o conjunta em
[dACAN18].
3.1 Corpos de nu´meros c´ıclicos de grau primo ı´mpar
Um corpo de nu´meros K e´ chamado abeliano se sua extensa˜o sobre Q e´ abeli-
ana, isto e´, se a extensa˜o K{Q e´ galoisiana e o grupo de Galois GalpK{Qq e´ abeliano. O
Teorema de Kronecker-Weber [Was95] garante que um corpo de nu´meros e´ abeliano se, e
somente se, esta´ contido em um corpo ciclotoˆmico Qpζnq. Sendo assim, se K e´ um corpo
de nu´meros abeliano, o menor nu´mero inteiro positivo n tal que K  Qpζnq e´ chamado
condutor de K, denotado por condpKq. Os subcorpos maximais reais Qpζn   ζ1n q sa˜o
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exemplos de corpos de nu´meros abelianos de condutor n. O resultado a seguir expressa a
relac¸a˜o entre o discriminante de um corpo de nu´meros abeliano e seu condutor:
Proposic¸a˜o 3.1.1 ([ILN06]). Se K e´ um corpo de nu´meros abeliano de condutor n 
r¹
i1











KXQpζn{pki q : Q

.
A seguir apresentamos o Teorema de Leopoldt, que caracteriza o anel de in-
teiros de um corpo de nu´meros abeliano em func¸a˜o de seu condutor. Esse teorema foi
provado pela primeira vez em 1959 por V.H. Leopoldt [Leo59] e aprimorado em 1990 por
G. Lettl [Let90]. Em [dA15, Cap´ıtulo 6] esse resultado e´ demonstrado com um maior n´ıvel
de detalhamento.
Teorema 3.1.1 (Teorema de Leopoldt). Seja K um corpo de nu´meros abeliano de con-
dutor n com grupo de Galois G  GalpK{Qq. Considere
Dpnq  td P Z¡0 : Pn | d, d | n e d  2 pmod 4qu (3.2)
em que Pn denota o produto de todos os nu´meros primos ı´mpares distintos divisores de n.
Para cada d no conjunto Dpnq, definamos Kd  KXQpζdq e
ηd  TrQpζdq{Kdpζdq. (3.3)





Se o anel de inteiros de um corpo de nu´meros K e´ da forma ZrGsα, em que
G  GalpK{Qq e α P OK, dizemos que K possui uma base integral normal. Segue como
consequeˆncia do Teorema de Leopoldt uma das implicac¸o˜es de um cla´ssico resultado
atribu´ıdo a D. Hilbert e A. Speiser que da´ uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que
um corpo de nu´meros abeliano tenha base integral normal:
Teorema 3.1.2 (Teorema de Hilbert-Speiser). Um corpo de nu´meros abeliano K tem
base integral normal se, e somente se, o condutor de K e´ livre de quadrados. Neste caso,
OK  ZrGsT , em que G  GalpK{Qq e T  TrQpζnq{Kpζnq, com n  condpKq.
A rec´ıproca do Teorema 3.1.2 segue como consequeˆncia do Teorema de Leo-
poldt. A outra parte da prova pode ser encontrada, por exemplo, em [dA15, Sec¸a˜o 4.2].
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Um corpo de nu´meros K e´ dito c´ıclico quando sua extensa˜o sobre os racionais
e´ uma extensa˜o c´ıclica, isto e´, quando K e´ um corpo de nu´meros abeliano e o grupo de
Galois GalpK{Qq e´ c´ıclico. Todo corpo de nu´meros c´ıclico e´ abeliano, pois todo grupo
c´ıclico e´ abeliano.
A seguir vamos explicitar algumas caracter´ısticas de um corpo de nu´meros K
c´ıclico de grau primo ı´mpar p. Primeiramente, como o corpo de nu´meros K e´ abeliano de
grau ı´mpar, K e´ totalmente real. A Proposic¸a˜o 3.1.1 nos permite concluir que |DpKq| 
np1, em que n e´ o condutor de K. A proposic¸a˜o seguinte nos diz que o condutor de K
depende da ramificac¸a˜o de p em OK:
Proposic¸a˜o 3.1.2 ([Oli15], Proposic¸a˜o 2.1.2). Seja K um corpo de nu´meros de grau
primo ı´mpar e condutor n. Assim:
(i) p se ramifica em K se, e somente se, n  p2p1p2 . . . pr, com r ¥ 0,
(ii) p na˜o se ramifica em K se, e somente se, n  p1p2 . . . pr, com r ¥ 1,
em que pi  1 pmod pq sa˜o primos distintos, i ¤ r.1
De posse da Proposic¸a˜o 3.1.2 e dos teoremas de Leopoldt (Teorema 3.1.1) e de
Hilbert-Speiser (Teorema 3.1.2) podemos obter bases integrais para corpos de nu´meros
c´ıclicos de grau primo ı´mpar p dependendo da ramificac¸a˜o ou na˜o de p.
Proposic¸a˜o 3.1.3. Seja K um corpo de nu´meros c´ıclico de grau primo p ¡ 2 com grupo
de Galois G  GalpK{Qq  xθy e condutor n. Se p e´ na˜o ramificado em K, enta˜o K admite
base integral normal. Explicitamente, OK tem base tθpT q, θ2pT q, . . . , θp1pT q, θppT q  T u,
em que T  TrQpζnq{Kpζnq.
Demonstrac¸a˜o. Pela Proposic¸a˜o 3.1.2, como p e´ na˜o ramificado em K, n e´ livre de qua-
drados. Logo, o resultado segue imediatamente do Teorema 3.1.2.
Proposic¸a˜o 3.1.4 ([Cha15], Proposic¸a˜o 3.20). Seja K um corpo de nu´meros c´ıclico de
grau primo p ¡ 2 com grupo de Galois G  GalpK{Qq  xθy e condutor n. Se p e´
ramificado em K, enta˜o OK tem base t1, θpT q, . . . , θp1pT qu, em que T  TrQpζnq{Kpζnq.2
Demonstrac¸a˜o. Como p e´ ramificado, a Proposic¸a˜o 3.1.2 garante que n  p2p1 . . . pr,
com r ¥ 0. Consideremos as notac¸o˜es do Teorema 3.1.1. Notemos que Dpnq  td1 
pp1    pr; d2  nu. Como o grau de K e´ primo, segue que Kd1  KXQpζd1q e´ K ou Q. Se
Kd1  K, enta˜o ter´ıamos uma contradic¸a˜o do fato de K ter condutor n. Logo, Kd1  Q.
Ale´m disso, Kd2  K. Assim, ηd1  TrQpζd1 q{Qpζd1q  p1qr 1 [Oli15, Proposic¸a˜o 1.3.1] e
1 Esta proposic¸a˜o tambe´m e´ consequeˆncia do Teorema 1 de [SW03], o qual apresenta ainda uma relac¸a˜o
entre o condutor e os coeficientes de um polinoˆmio moˆnico irredut´ıvel fpxq tal que K  Qrxs{xfpxqy.
2 O Teorema 3.1.2 garante que na˜o ha´ base integral normal para K nas circunstaˆncia desta proposic¸a˜o.
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ηd2  TrQpζnq{Kpζnq  T . O Teorema 3.1.1 garante que OK  ZrGspp1qr 1q ` ZrGsT 
Z ` ZrGsT . Tomando B  t1, θpT q, . . . , θp1pT qu, temos que B Y tθppT qu gera OK. Por




θipT q   θppT q. Disso, segue que θppT q pertence ao conjunto gerado por
B. Logo, B e´ um conjunto de geradores de OK contendo p elementos. Como OK e´ um
Z-mo´dulo livre Noetheriano de posto p (e, portanto, e´ Hopfian), enta˜o B e´ Z-base de
OK.
3.2 Expressa˜o da forma trac¸o
Ao longo de toda esta sec¸a˜o, consideremos K um corpo de nu´meros c´ıclico de
grau primo p ¡ 2. A seguir explicitaremos a forma trac¸o TrKpxxq|OK . Notemos que, como
K e´ totalmente real, segue que xx  x2, ou seja, neste contexto TrKpxxq|OK  TrKpx2q|OK .
Assim como fizemos para analisar o condutor e o anel de inteiros de K na Sec¸a˜o 3.1,
precisamos considerar dois casos. No primeiro, assumimos que p e´ na˜o ramificado e apenas
apresentamos uma expressa˜o ja´ conhecida da forma trac¸o [OINL17]. No segundo caso,
consideramos p ramificado e, originalmente, calculamos a expressa˜o da forma trac¸o de
modo detalhado.
3.2.1 Caso na˜o ramificado
Suponha que p seja na˜o ramificado em OK. A Proposic¸a˜o 3.1.2 garante que o
condutor deK e´ da forma n  p1 . . . pr, com os pi’s primos distintos tais que pi  1 pmod pq
e r ¥ 1. Ale´m disso, o anel de inteiros OK e´ gerado por tθpT q, θ2pT q, . . . , θppT qu, em que
T  TrQpζnq{Kpζnq e θ e´ o gerador do grupo de Galois GalpK{Qq (Proposic¸a˜o 3.1.3).






, se k  p
n 1
p
, se 1 ¤ k   p
(3.5)





kpT q P OK, ak P Z, 1 ¤ k ¤ p, (3.6)
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3.2.2 Caso ramificado
Suponha que p e´ ramificado sobre K. Isto significa que o condutor de K e´
n  p2p1 . . . pr, sendo os pi’s nu´meros primos tais que pi  1 pmod pq e r ¥ 0 (Proposic¸a˜o
3.1.2). O estudo da forma trac¸o TrK{Qpx2q no caso r  0 foi tratado em [Fa´12] e o caso
r ¤ 1 em [Cha15]. Abaixo generalizaremos esses resultados, descrevendo essa forma trac¸o
para qualquer r ¥ 0.
Segue da Proposic¸a˜o 3.1.4 que o anel de inteiros OK tem Z-base
t1, θpT q, . . . , θp1pT qu, em que T  TrQpζnq{Kpζnq e θ e´ o gerador do grupo c´ıclico
GalpK{Qq. Assim, todo elemento de OK pode ser escrito como




ipT q, com ai P Z, 0 ¤ i ¤ p 1. (3.8)
Daqui em diante nos dedicaremos a demonstrar o principal teorema deste
cap´ıtulo:
Teorema 3.2.1. Nas condic¸o˜es acima, para x P OK explicitado em (3.8), temos:











Observac¸a˜o 3.2.1. A expressa˜o entre pareˆnteses em (3.9) pode ser reescrita como a




















ipT q P OK, ai P Z, 0 ¤ i ¤ p 1, enta˜o
















θipT q2 . (3.11)
Como θipT q e´ conjugado de T na extensa˜o K{Q, com 1 ¤ i ¤ p 1, enta˜o TrKpθipT qq 
TrKpT q  TrK
 
TrQpζnq{Kpζnq
  TrQpζnqpζnq  0, ja´ que n e´ livre de quadrados. Ale´m
disso, TrK
 
θipT q2  TrK  T 2 e TrK  θipT qθjpT q  TrKpTθjipT qq. Da´ı segue que
(3.11) pode ser reescrita como
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Assim, para demonstrar o Teorema 3.2.1 basta calcular os valores TrKpTθipT qq e TrKpT 2q,
com 1 ¤ i ¤ p  1. Esses valores sa˜o obtidos calculando os trac¸os de TθipT q e T 2 na
extensa˜o Qpζnq{Q, pois TrKpyq  pp{ϕpnqqTrQpζnqpyq para todo y P OK.
Consideremos H  GalpQpζnq{Qq  Zn. Seja H o subgrupo de Zn isomorfo a














onde s P Zn satisfaz θpζnq  ζsn. Como Zn  Zp2Zp1  Zpr , cada elemento α P H pode
ser escrito como α  pα0, α1,    , αrq, onde α0 P Zp2 e αi P Zpi , 1 ¤ i ¤ r. Analogamente,
s  ps0, s1,    , srq. Assim, para 0 ¤ i ¤ p 1,
































A seguir apresentamos uma sequeˆncia de lemas dedicados a encontrar os valores
de TrQpζnqpT 2q e TrQpζnqpTθipT qq, para 1 ¤ i ¤ p  1. De agora em diante, denotemos
qj  pj  1, para 1 ¤ j ¤ r.







0, se mdcpe, p2q  1
p, se mdcpe, p2q  p








%1, se mdcpe, piq  1qi, se mdcpe, piq  pi . (3.16)




  0. Se mdcpe, p2q  p2, enta˜o e e´ um mu´ltiplo de p2 e o trac¸o desejado
e´ igual ao grau da extensa˜o Qpζp2q{Q, isto e´, ϕpp2q  ppp1q. Se mdcpe, p2q  p, enta˜o e 
pl, onde l na˜o e´ divis´ıvel por p. Neste caso, TrQpζp2 q
 
ζep2






  pp1q  p. Pela mesma raza˜o, TrQpζpi q  ζepi  1 se mdcpe, piq  1.




e´ igual ao grau
da extensa˜o Qpζpiq{Q, que e´ ϕppiq  qi.




Zpi a projec¸a˜o definida por ΠApα0, α1,    , αrq  pα0, αi1 ,    , αikq. Para todo
y P Zp2 
¹
iPA
Zpi, a cardinalidade do conjunto Π
1
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Demonstrac¸a˜o. Primeiramente, notemos que ΠA e´ sobrejetora. De fato, seja N  ΠApHq¹
iPrrszA
Zpi um subgrupo de Z

n. Notemos que H C N C Zn. Como o ı´ndice rZn : Hs e´ um









, o que contradiz a minimalidade de n. Assim, N  Zn e ΠA e´




elementos, ja´ que |H|  pp 1qq1    qr. A prova fica completa observando que |Π1A p1q| 








aplicac¸a˜o piApα0, α1,    , αrq  pµpα0q, αi1 ,    , αikq, onde µ : Zp2 ÝÑ Zp e´ dada por
x ÞÝÑ x pmod pq. Para todo y P Zp 
¹
iPA














Zpi . Assim, piA  ρA  φ e´ sobrejetora, ja´ que ρA e φ sa˜o
sobrejetoras. Disso segue o resultado.










Demonstrac¸a˜o. Segue diretamente da identidade binomial p1 1qm  0.








j     q11    q1r , enta˜o L 
npp 1q
ϕpnqp .
Demonstrac¸a˜o. Notemos que q1    qrL  q1    qr  
¸
1¤i¤r
q1    qr{qi  ¸
1¤i j¤r
q1    qr{pqiqjq        1. A u´ltima expressa˜o e´ igual ao produto de polinoˆmios
p1 q1q    p1 qrq. Assim, q1    qrL  p1    pr, o que implica ϕpnqL{pppp1qq  n{p2.
Lema 3.2.6. TrQpζnqpT 2q  |H|npp 1q{p.
Demonstrac¸a˜o. Fixe α  pα0, α1,    , αrq P H. Para cada A  rrs, denotemos por HA
o conjunto dos elementos β  pβ0, β1,    , βrq P H tais que β0  α0 pmod p2q e βi 
αi pmod piq para i P A. Definamos H 1A como sendo o conjunto dos elementos β 
pβ0, β1,    , βrq P H tais que β0  α0 pmod p2q, β0  α0 pmod pq e βi  αi pmod piq
para i P A. Seja H˜ o conjunto dos elementos β  pβ0, β1,    , βrq P H tais que β0 
α0 pmod p2q e β0  α0 pmod pq. Assim,





























   






Consideremos NA  |HA|. Se A  H, enta˜o NA  1, pois existe um u´nico β  α P HA,
ja´ que a conjugac¸a˜o complexa pertence a H (de fato, K e´ totalmente real). Se A  tiu,
para algum i P rrs, o Lema 3.2.2 garante que NA  |Π1rrszApyq|  NH  qi{p  1,
onde y  pα0,    ,αi1,αi 1,    ,αrq. Se A  rrs tem somente dois elemen-




NB   NH  qiqj{p  qi{p  qj{p   1, em que
y  pα0,    ,αi1,αi 1,    ,αj1,αj 1,    ,αrq. Por induc¸a˜o, para cada A 
ti1        iku  rrs, segue que












































































onde L  npp 1q



















































3 Basta contar o nu´mero de subconjuntos de rrs que conte´m propriamente um subconjunto C fixo com
t elementos.
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Da´ı,




Agora, consideremos N 1A  |H 1A|. Para A  H no Lema 3.2.3, a aplicac¸a˜o φ  pirrszA e´
um isomorfismo entre H e Zp  Zp1      Zpr . Se ha´ β P H tal que β0  α0 pmod pq
e βi  αi pmod piq, 1 ¤ i ¤ r, enta˜o φpβq  φpαq e, portanto, β  α. Disso
segue que β0  α0 pmod p2q. Assim, N 1H  0. Se A  tiu, para algum i P rrs,
o Lema 3.2.3 garante que |pi1A pyq|  qi, onde y  pα0,    ,αi1,αi 1,    ,αrq.
Logo, N 1A  |pi1A pyq|  |Π1A pyq|  pp  1qqi{p. Para A  ti   ju  rrs se-
gue que N 1A  |pi1A pyq|  |Π1A pyq|  N 1tiu  N 1tju  pp  1qpqiqj  qi  qjq{p, onde
y  pα0,    ,αi1,αi 1,    ,αj1,αj 1,    ,αrq. Por induc¸a˜o, para cada A 






































































S 11  








pS1   S2q  |H| pp 1qn
p
, (3.26)
o que prova o lema.
Lema 3.2.7. Se i P t1,    , p 1u, enta˜o TrQpζnqpTθipT qq  |H|n{p.
Demonstrac¸a˜o. Fixemos um ı´ndice i. Seja s P Zn  Zp2  Zp1      Zpr satisfazendo
θpζnq  ζsn, com s  ps0, s1,    , srq. Consideremos α  pα0, α1,    , αrq P H. Para cada
A  rrs, consideremos HA o conjunto dos elementos β  pβ0, β1,    , βrq P H tais que
α0  siβ0 pmod p2q e αk  siβk pmod pkq para k P A. Analogamente, definamos H 1A
o conjunto dos elementos β  pβ0, β1,    , βrq P H satisfazendo α0  siβ0 pmod p2q,
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α0  siβ0 pmod pq e αk  siβk pmod pkq para k P A. Como TrQpζp2 qpζ
α0 siβ0
p2 q  0 se

































Definamos NA  |HA| e N 1A  |H 1A|. Se existe β P HH, enta˜o α P psiHqXH, o que na˜o e´
poss´ıvel ja´ que Zn  9
¤
0¤j¤p1s
jH. Logo, NH  0. Por sua vez, existe um u´nico β P H 1H.
De fato, considerando a notac¸a˜o do Lema 3.2.3 e denotando por φ  pirrs o isomorfismo
entre H e Zp  Zp1      Zpr , existe um u´nico β P H tal que
φpβq   α0si pmod pq,α1si pmod p1q,    ,αrsi pmod prq  αsi. (3.28)
Assim, N 1H  1. Procedendo analogamente a` demonstrac¸a˜o do Lema 3.2.6 podemos mos-



















Utilizando o Lema 3.2.1 e aplicando uma te´cnica similar a` que foi utilizada






























































































































 ppqq1    qr   ϕpnq
p 1 .
(3.34)
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Portanto, pela Equac¸a˜o 3.27, segue que






o que prova o lema.
Finalmente estamos em condic¸o˜es de demonstrar o Teorema 3.2.1:
Demonstrac¸a˜o do Teorema 3.2.1. Como |H|  ϕpnq{p, segue do Lema 3.2.6 que
TrKpT 2q  p
ϕpnqTrQpζnqpT





e, para 1 ¤ i ¤ p 1, o Lema 3.2.7 garante que
TrKpTθipT qq  p
ϕpnqTrQpζnqpTθ





A demonstrac¸a˜o fica completa substituindo esses valores na Equac¸a˜o 3.12.
3.3 Reticulados alge´bricos via corpos de nu´meros de
grau primo ı´mpar
Sejam M um Z-mo´dulo contido no anel de inteiros de um corpo de nu´meros
c´ıclico K de grau primo p ¡ 2 e condutor n e σ o mergulho de Minkowski associado a
K. Sabemos, pela Proposic¸a˜o 1.6.3 do Cap´ıtulo 1, que σpMq e´ um reticulado de posto








2prOK : M snp1 , (3.38)
em que
tM  min0xPM TrKpx
2q. (3.39)





Pela Proposic¸a˜o 3.1.2, o condutor de K deve ser n  p1 . . . pr, com r ¥ 1,
(quando p e´ na˜o ramificado) ou n  p2p1 . . . pr, com r ¥ 0, (quando p e´ ramificado),
com pi  1 pmod pq, 1 ¤ i ¤ r. Um nu´mero primo se ramifica em OK se, e somente
se, divide o discriminante de K [Sam70, Teorema 1]. Como neste caso |DpKq|  np1, os
nu´meros primos que aparecem na fatorac¸a˜o de n se ramificam em OK (e sa˜o os u´nicos
nessa condic¸a˜o). Ale´m disso, como K e´ uma extensa˜o galoisiana, segue da Igualdade
Fundamental (Cap´ıtulo 1) que existe um u´nico ideal primo Pi C OK acima de cada pi,
1 ¤ i ¤ r. A seguir vamos analisar, no caso ramificado e no caso na˜o ramificado, as
densidades de centro dos reticulados alge´bricos obtidos via o mergulho de Minkowski
aplicado a Pi e a Z-mo´dulos generalizados desses ideais.
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3.3.1 Caso na˜o ramificado
Se p e´ na˜o ramificado, segundo [Cha15, Proposic¸a˜o 3.9], o ideal Pi acima de









ak  0 pmod piq
+
, (3.41)
sendo θ e T como na Proposic¸a˜o 3.1.3. De forma mais geral, em [OINL17, Oli15] foi









ak  0 pmod mq
+
. (3.42)
Observemos que os ideais primos Pi pertencem a` famı´lia dos Z-mo´dulos Mm (basta tomar
m  pi). A proposic¸a˜o abaixo da´ algumas propriedades de Mm:
Proposic¸a˜o 3.3.1 ([NINL16]). Sejam K um corpo de nu´meros de grau primo ı´mpar p na˜o
ramificado com grupo de Galois GalpK{Qq  xθy e Mm o Z-mo´dulo definido em (3.42),
para m ¡ 0. Assim, sa˜o va´lidas as seguintes afirmac¸o˜es:
a) Mm tem posto p.
b) rOK : Mms  m.
c) Consideremos a aplicac¸a˜o F pxq  px2   nrpp  rqq{p, sendo x  pl   r qualquer
nu´mero inteiro, com l, r P Z e 0 ¤ r   p. Assim,
λ  min
0xPMm
||σpxq||2  min t2n, F pmq, F p2mq, . . . , F ppmqu . (3.43)
Se λ  2n, enta˜o λ e´ obtido pelos elementos x  θipT  θpT qq, com 0 ¤ i ¤ p  1.





ipT q onde exatamente rj coeficientes ai sa˜o iguais a lj   1 e os outros
pri coeficientes ai sa˜o iguais a lj, sendo jm  ljp rj, com lj, rj P Z e 0 ¤ rj   p.
Demonstrac¸a˜o. Os itens (b) e (c) sa˜o provados no Lema 4 e no Teorema 3 de [NINL16].
Para ver que o item (a) e´ va´lido, basta provar que o conjunto
B   T  θpT q, T  θ2pT q, . . . , T  θp1pT q,mT( (3.44)
e´ uma Z-base de Mm. De fato, xByZ  Mm, pois a soma dos coeficientes de T  θipT q,
1 ¤ i ¤ p  1, e´ 1  1  0 pmod mq e a soma dos coeficientes de mT e´ m  0 pmod mq.
Por outro lado, Mm  xByZ, ja´ que























T  θkpT q P xByZ.
(3.45)
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kpT q  0 (3.46)
e, como tθpT q, . . . , θppT q  T u e´ linearmente independente, enta˜o ak  0, para k 
1, . . . , p 1, e apm  0, donde segue que ap  0 (pois m  0). Portanto, B e´ uma Z-base
de Mm.
Corola´rio 3.3.1. Sob as hipo´teses e notac¸o˜es da Proposic¸a˜o 3.3.1, a densidade de centro






Demonstrac¸a˜o. Decorre de forma direta da Equac¸a˜o 3.38 e da Proposic¸a˜o 3.3.1.
Exemplo 3.3.1. Consideremos K um corpo de nu´meros de grau 3 e condutor n  1729 
7  13  19. Observemos que p1  7  1 pmod 3q, p2  13  1 pmod 3q e p3 
19  1 pmod 3q. Assim, δpσpOKqq  0, 000376 (Equac¸a˜o 3.40). Pondo m  p1, m  p2
e m  p3 no Corola´rio 3.3.1, obte´m-se λp1  F p3p1q  147, λp2  F p3p2q  507
e λp3  F p3p3q  1083, donde segue que δpσpP1qq  0, 0184, δpσpP2qq  0, 06349 e
δpσpP3qq  0, 135613. Notemos que δpσpP3qq corresponde a aproximadamente 76% da
maior densidade de centro poss´ıvel em terceira dimensa˜o, que e´  0, 17678.
Em [NINL16, Sec¸a˜o 4.4] sa˜o analisadas as densidades de centro obtidas via
alguns Z-mo´dulos Mm nos casos p  3, 5, 7. Para m  0 pmod pq notou-se que e´ poss´ıvel
atingir no ma´ximo 81% da maior densidade de centro em dimensa˜o 3, 63% da maior
densidade de centro em dimensa˜o 5 e 38% da maior densidade de centro em dimensa˜o 7.
Por sua vez, utilizando m  379  1pmod 3q no caso p  3 com n  35911, atingiu-se
uma densidade de centro correspondente a 99, 999% da maior poss´ıvel em dimensa˜o 3.
Resultado ana´logo foi obtido no caso p  5 com n  92111 e m  607 e no caso p  7 com
n  511057 e m  1011. Isso mostra que a famı´lia de Z-mo´dulos Mm pode ser utilizada
para obter reticulados alge´bricos com boa densidade de centro pelo menos nessas treˆs
dimenso˜es primas ı´mpares.
3.3.2 Caso ramificado
Se p e´ ramificado e r ¥ 1, segue de [Cha15, Sec¸a˜o 3.4.3] que o ideal Pi acima







kpT q : a0  0 pmod piq
+
. (3.48)
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sendo θ e T assim como na Proposic¸a˜o 3.1.4. A pro´xima proposic¸a˜o expressa a densidade
de centro do reticulado alge´brico σpPiq. Para demonstra´-la, necessitamos do seguinte
lema:
Lema 3.3.1 ([Flo96], p. 64). Consideremos a forma quadra´tica






pai  ajq2, (3.49)
com ai P Z, m ¥ 1. O mı´nimo na˜o nulo da forma quadra´tica Qmpa1,    , amq e´ igual a
m, o qual e´ atingido pelos vetores p1, 1, . . . , 1q P Zm e ei P Zm, em que ei e´ o i-e´simo
elemento da base canoˆnica de Zm.
Proposic¸a˜o 3.3.2. Sob as hipo´teses anteriores (com p ramificado), a densidade de centro











pp2i , npp 1q{p
(
. (3.51)




ipT q um elemento de Pi, isto e´, a0  0 pmod piq. Se
a0  0, a Equac¸a˜o 3.10 acarreta
min
xPPi
TrKpx2q  pp1    pr minpa1, ,ap1qPZp1Qp1pa1,    , ap1q  ppp 1qp1    pr, (3.52)
ja´ que θpT q P Pi e minpa1, ,ap1qPZp1Qp1pa1,    , ap1q  p  1 (Lema 3.3.1). Se a0  0
enta˜o o menor valor que a0 pode assumir e´ pi, ja´ que a0  0 pmod piq. Neste caso, a forma
quadra´tica Qp1pa1, . . . , ap1q assume seu menor valor quando e´ nula. Logo,
min
xPPi
TrKpx2q  pp2i . (3.53)
Portanto, tPi  min
 
pp2i , npp 1q{p
( : λi. Para completar a demonstrac¸a˜o, observemos
que rOK : Pis  NpPiq  pi.
Exemplo 3.3.2. Seja K um corpo de nu´meros de grau p  3 e condutor n  819 
32713. Notemos que p1  7 e p2  13 sa˜o congruentes a 1 mo´dulo 3. Devido a` Equac¸a˜o
3.40, a densidade de centro de σpOKq e´ igual a aproximadamente 0, 000793. Sendo Pi os
ideais primos acima de pi em OK, i  1, 2, a Proposic¸a˜o 3.3.2 nos diz que a densidade de
centro de σpP1q e´ aproximadamente igual a 0, 03886, ja´ que λ1  372  147, enquanto a
densidade de centro de σpP2q e´ igual a aproximadamente 0, 13403, pois λ2  3132  507.
Assim, a densidade de centro de σpP2q e´ a maior dentre todas as calculadas acima e
corresponde a cerca de 75% da maior densidade de centro poss´ıvel em terceira dimensa˜o,
que e´ de 0, 17678.
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CAPI´TULO 4
Reticulados alge´bricos bem arredondados
Reticulados bem arredondados sa˜o aqueles cujos vetores de norma mı´nima
geram o espac¸o euclidiano de dimensa˜o igual ao posto do reticulado. Tais reticulados
teˆm sido considerados para aplicac¸o˜es em teoria de co´digos, especialmente para canais
MIMO e SISO sem fio [GBK 16, GTKH16], e esta˜o relacionados a outros problemas en-
volvendo reticulados, como a conjectura de Minkowski [McM05, Mar03]. Recentemente
teˆm surgido alguns trabalhos relacionando os reticulados bem arredondados aos reticu-
lados ideais [FP12, FHL 13]. Em [FP12], por exemplo, e´ mostrado que existem infinitos
corpos de nu´meros quadra´ticos reais e imagina´rios contendo um ideal do seu anel de in-
teiros cujo reticulado obtido via o mergulho de Minkowski e´ bem arredondado em R2.
E´ provado tambe´m que, em qualquer dimensa˜o n ¥ 2, um reticulado alge´brico obtido
via anel de inteiros de um corpo de nu´meros e´ bem arredondado se, e somente se, esse
corpo e´ ciclotoˆmico (na verdade, e´ necessa´rio fazer uma ressalva de que esse resultado e´
va´lido quando o corpo e´ totalmente real ou totalmente complexo). Seguindo esta linha,
neste cap´ıtulo iremos utilizar os Z-mo´dulos Mm definidos no Cap´ıtulo 3 para provar a
existeˆncia de infinitos reticulados alge´bricos na˜o equivalentes em Rp, para todo p ¡ 2
primo. Ale´m disso, mostraremos que para cada corpo de nu´meros c´ıclico de grau primo
ı´mpar existe um reticulado alge´brico bem arredondado obtido como imagem de um Z-
mo´dulo contido no seu anel de inteiros atrave´s do mergulho de Minkowski. Na Sec¸a˜o 4.1,
definimos o conjunto dos vetores mı´nimos e os mı´nimos sucessivos de um reticulado e
estudamos a relac¸a˜o deles com determinados paraˆmetros desse reticulado. Na Sec¸a˜o 4.2,
introduzimos e exemplificamos o conceito de reticulado bem arredondados. Na Sec¸a˜o 4.3,
analisamos situac¸o˜es em que um reticulado alge´brico obtido do anel de inteiros de um
corpo de nu´meros via o mergulho de Minkowski e´ bem arredondado. Por fim, a Sec¸a˜o
4.4, reu´ne as principais contribuic¸o˜es originais que foram mencionadas acima. As princi-
pais refereˆncias bibliogra´ficas deste cap´ıtulo incluem as ja´ mencionadas acima e tambe´m
[Mic02, Mar03, OINL17, NINL16]. Os principais resultados deste cap´ıtulo foram apresen-
tados no Congresso Internacional de Matema´ticos 2018 [dAC18b] e aceitos para publicac¸a˜o
no perio´dico Archiv der Mathematik [dAC18a].
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4.1 Mı´nimos sucessivos de um reticulado
Sejam n ¥ 2 inteiro e Λ um reticulado de posto completo em Rn. Como
definido em (1.9), a norma mı´nima NminpΛq desse reticulado e´ o mı´nimo entre as normas
euclidianas de todos os seus vetores na˜o nulos.
Definic¸a˜o 4.1.1. O conjunto dos vetores mı´nimos SpΛq de um reticulado de posto com-
pleto Λ  Rn e´ o que conte´m todos os vetores x P Λzt0u com norma igual a` norma mı´nima
do reticulado, isto e´,
SpΛq  tx P Λ : }x}  NminpΛqu. (4.1)
O nu´mero de elementos de SpΛq e´ chamado de nu´mero de contato1 de Λ.
A norma mı´nima NminpΛq de um reticulado Λ  Rn tambe´m costuma ser
denotada por λ1pΛq e ser chamada de primeiro mı´nimo sucessivo de Λ, ja´ que pode ser
generalizada pela seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 4.1.2. Seja Λ  Rn um reticulado de posto completo. Para cada k ¤ n,
chama-se de k-e´simo mı´nimo sucessivo de Λ ao valor λkpΛq correspondente ao menor
raio r tal que a bola centrada na origem de Rn com raio r conte´m k vetores linearmente
independentes pertencentes a Λ.
Observac¸a˜o 4.1.1. O mı´nimo sucessivo λkpΛq pode ser denotado apenas por λk quando
na˜o houver possibilidade de confusa˜o.
A Definic¸a˜o 4.1.2 equivale a dizer que o mı´nimo sucessivo λkpΛq e´ o menor valor
real r ¡ 0 tal que o reticulado Λ possui k vetores linearmente independentes com norma
euclidiana menor ou igual a r. Como consequeˆncia, vale a seguinte cadeia de desigualdades:
λ1 ¤ λ2 ¤ . . . ¤ λn. (4.2)








e um reticulado Λ tal que γpΛq  γn e´ chamado de reticulado cr´ıtico em dimensa˜o n.
Observac¸a˜o 4.1.2. A densidade de centro (1.12) de Λ  Rn e´ igual a δpΛq  2nγpΛqn{2.
1 Kissing number, em ingleˆs.
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Por exemplo, em R2, o reticulado hexagonal e´ cr´ıtico e tem invariante de
Hermite λ2  2{
?










A demonstrac¸a˜o desta desigualdade pode ser obtida pelo Corola´rio 2.2.2 de [Mar03].
A proposic¸a˜o abaixo mostra a relac¸a˜o entre os mı´nimos sucessivos e a constante
de Hermite:
Proposic¸a˜o 4.1.1 ([Mar03], Teorema 2.6.8). Sendo Λ  Rn um reticulado, para qualquer
r ¤ n vale a desigualdade
λ1λ2 . . . λr ¤ γrn detpΛqr{n. (4.6)
Por fim, observamos uma interessante relac¸a˜o entre o raio de cobertura µ de
um reticulado e seu u´ltimo mı´nimo sucessivo:
Proposic¸a˜o 4.1.2 ([Mic], Sec¸a˜o 5). Se Λ e´ um reticulado n-dimensional, enta˜o
λnpΛq




4.2 Reticulados bem arredondados
Nesta sec¸a˜o, estudamos os reticulados que teˆm todos os mı´nimos sucessivos
iguais, os quais sa˜o chamados de reticulados bem arredondados, conforme a definic¸a˜o a
seguir:
Definic¸a˜o 4.2.1. Seja Λ  Rn um reticulado de posto completo.
(a) O reticulado Λ e´ dito bem arredondado2 se SpΛq gera Rn, ou seja, se SpΛq tem n
vetores linearmente independentes.
(b) O reticulado Λ e´ chamado fortemente bem arredondado se SpΛq gera Λ.
A Definic¸a˜o 4.2.1, item (a), equivalentemente diz que um reticulado bem arre-
dondado e´ aquele cujos mı´nimos sucessivos sa˜o todos iguais: λ1  λ2  . . .  λn.
Observac¸a˜o 4.2.1. Se Λ  Rn e´ um reticulado bem arredondado, enta˜o xSpΛqyZ e´ um
sub-reticulado de Λ que e´ fortemente bem arredondado. Portanto, todo reticulado bem
arredondado possui um sub-reticulado fortemente bem arredondado.
Reticulados bem arredondados que sa˜o sub-reticulados de verso˜es rotacionadas
de Zn podem ser u´teis para otimizar a relac¸a˜o sinal-ru´ıdo (SNR) em co´digos Rayleigh
SISO/MIMO com desvanecimento [GTKH16, GBK 16]. Esses reticulados tambe´m teˆm
associac¸a˜o com outros problemas de reticulados (empacotamento e cobertura de esferas,
por exemplo) [Mar03] e com a conjectura de Minkowski [McM05].
2 Well-rounded (WR) lattice, em ingleˆs.
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Figura 4 – Reticulado ortogonal gerado pelos vetores p1, 1q e p2, 1q.
Exemplo 4.2.1. Na Figura 4 (a) vemos a representac¸a˜o do reticulado Λ gerado pelos
vetores u  p1, 1q e v  p2, 1q em R2. Notemos que u e v na˜o sa˜o vetores de mesma norma
euclidiana, o que pode nos levar a` falsa conclusa˜o de que Λ na˜o e´ bem arredondado. Pore´m,
Λ tem outra base dada pelos vetores a  p1, 0q e b  p0, 1q. Isso significa que Λ  Z2, que
e´ bem arredondado porque a e b sa˜o vetores de norma igual a` norma mı´nima do reticulado
(NminpΛq  1). Na Figura 4 (b) vemos a representac¸a˜o de Λ com a indicac¸a˜o dos vetores
u, v, a e b.
Em dimensa˜o dois, temos o resultado a seguir:
Proposic¸a˜o 4.2.1 ([FP12]). Seja Λ  R2 um reticulado de posto completo.
(a) Λ tem 2, 4 ou 6 vetores mı´nimos;
(b) Λ e´ bem arredondado se, e somente se, o nu´mero de vetores mı´nimos for 4 ou 6;
(c) Λ e´ equivalente ao reticulado hexagonal se, e somente se, tem exatamente 6 vetores
mı´nimos.
Demonstrac¸a˜o. Se v e´ um vetor de norma mı´nima de Λ, enta˜o v tambe´m e´. Isto significa
que |SpΛq| e´ par, ja´ que 0 R SpΛq. Sejam u e v dois vetores linearmente independentes em
SpΛq (assim, v  u). Consideremos θ o aˆngulo entre u e v. Se θ   pi{3, enta˜o a Lei dos
Cossenos implica
}u v}2  }u}2   }v}2  2}u}}v} cos θ   }u}2  }v}2 (4.8)
ja´ que u e v teˆm mesma norma. Pore´m, de (4.8) conclu´ımos que u  v, o que na˜o e´
admitido. Portanto, θ ¥ pi{3. Ale´m disso, como todos os vetores de SpΛq pertencem a`
mesma circunfereˆncia de raio NminpΛq, segue que o nu´mero de elementos de SpΛq e´ no
ma´ximo igual a 2pi{ppi{3q  6. Portanto, |SpΛq| e´ igual a 2 (quando so´ tem dois elementos
linearmente dependentes), 4 ou 6, ja´ que essa quantidade e´ par. Isso prova os itens (a) e
(b). Para provar o item (c), basta notar que Λ e´ equivalente ao reticulado hexagonal se,
e somente se, dois vetores de norma mı´nima linearmente independentes em Λ tem aˆngulo
exatamente igual a pi{3 ou 2pi{3, ou seja, quando |SpΛq|  2pi{ppi{3q  6.
Cap´ıtulo 4. Reticulados alge´bricos bem arredondados 80
Figura 5 – Reticulado gerado pelos vetores p1, 0q e pcosp5pi{12q, senp5pi{12qq







Figura 6 – Reticulado gerado pelos vetores p1, 0q e pcosppi{6q, senppi{6qq







Exemplo 4.2.2. Para cada θ P p0, pi{2s, consideremos o reticulado Λpθq  R2 gerado por
u  p1, 0q e v  pcos θ, senθq. Seguindo a ideia da demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 4.2.1 e´
poss´ıvel ver que Λpθq e´ bem arredondado quando pi{3 ¤ θ ¤ pi{2, pois tem entre 4 e 6
vetores de norma mı´nima, e na˜o e´ bem arredondado quando 0   θ   pi{3, pois tem apenas
2 vetores de norma mı´nima. A Figura 4 ilustra o reticulado Λpθq com θ  5pi{12 ¡ pi{3, o
qual e´, portanto, bem arredondado. Por sua vez, o reticulado Λpθq representado na Figura
4.2.2 na˜o e´ bem arredondado, ja´ que θ  pi{6   pi{3.
Como complemento a` Proposic¸a˜o 4.2.1, o artigo [FP12] prova que ha´ infinitos
reticulados na˜o equivalentes em R2, todos com quatro vetores mı´nimos.
4.3 Reticulados bem arredondados obtidos via o
mergulho de Minkowski
No artigo [FP12] sa˜o provados alguns resultados associando reticulados bem
arredondados e reticulados alge´bricos obtidos via ideais de ane´is de inteiros de corpos de
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nu´meros atrave´s do mergulho de Minkowski (reticulados ideais). Em R2, por exemplo, e´
provado que existem infinitos corpos de nu´meros reais e imagina´rios cujos ane´is de inteiros
possuem algum ideal I tal que a imagem de I pelo mergulho de Minkowski e´ um reticulado
bem arredondado em R2. Explicitamente, denotando por σ o mergulho de Minkowski e
sendo d um nu´mero inteiro livre de quadrados, [FP12] apresenta os seguintes resultados:




e´ bem arredondado se, e somente se, d  1 ou d  3
(Lema 2.2);
• Existem infinitos d ¡ 1 livres de quadrado, d  1 pmod 4q, para os quais existe
I COQp?dq tal que σpIq e´ bem arredondado (Lema 2.5);
• Existem infinitos d ¡ 1 livres de quadrado, d  1 pmod 4q, para os quais existe
I COQp?dq tal que σpIq e´ bem arredondado (Lema 2.6).
Em Rn, para n ¡ 2, na˜o ha´ muitos estudos sobre reticulados ideais bem ar-
redondados. Um dos poucos trabalhos nesta linha e´ [FP12], no qual os autores afirmam
que a imagem do anel de inteiros de um corpo de nu´meros pelo mergulho de Minkowski e´
um reticulado bem arredondado se, e somente se, esse corpo e´ ciclotoˆmico (Teorema 1.2
de [FP12]). No entanto, a demonstrac¸a˜o dessa afirmac¸a˜o esta´ comprometida devido a um
erro ocorrido na prova de um dos lemas desse trabalho. Considerando apenas corpos de
nu´meros totalmente reais ou totalmente complexos, pore´m, esse resultado e´ va´lido:
Teorema 4.3.1. Seja K um corpo de nu´meros totalmente real ou totalmente complexo
com mergulho de Minkowski σ. O reticulado σ pOKq e´ bem arredondado se, e somente se,
K e´ um corpo ciclotoˆmico.
Para provar o Teorema 4.3.1 precisamos de alguns lemas que esta˜o enunciados
e justificados a seguir. O primeiro lema e´ bem conhecido e, por isso, omitiremos sua
demonstrac¸a˜o:
Lema 4.3.1 (Desigualdade das me´dias aritme´tica e geome´trica). Se a1, . . . , ak sa˜o











A igualdade ocorre se, e somente se, a1  . . .  ak.
Lema 4.3.2. Sejam K um corpo de nu´meros de grau n e σ o mergulho de Minkowski
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Demonstrac¸a˜o. Denotemos por σ1, . . . , σr1 os monomorfismos reais de K, por σr1 1, . . .,
σr1 r2 os r2 monomorfismos complexos de K na˜o conjugados entre si e por σi r1 r2 , 1 ¤


















































e, como pr1   nq{pnpr1   r2qq  2{n, enta˜o
}σpxq}2 ¥ n2 |NKpxq|
2
n . (4.13)
Como a Equac¸a˜o 4.13 e´ va´lida para todo inteiro alge´brico x, em particular vale para os
elementos de I. Assim,









em que a u´ltima desigualdade segue do fato que |NKpxq| ¥ NpIq para todo x P Izt0u
[Sam70, Sec¸a˜o 3.5].
Lema 4.3.3. Sejam K um corpo de nu´meros totalmente real de grau n  r1 e σ o
mergulho de Minkowski. Se I e´ um ideal na˜o nulo de OK, enta˜o
NminpσpIqq2 ¥ nNpIq 1n . (4.15)
Demonstrac¸a˜o. Denotando por σ1, . . . , σn os monomorfismos de K (todos reais, ja´ que


































Da´ı obtemos, como na demonstrac¸a˜o do Lema 4.3.2, que
NminpσpIqq2  min0xPI }σpxq}
2 ¥ min
0xPI
n|NKpxq| 2n  nNpIq 2n ¥ nNpIq 1n (4.17)
em que a u´ltima desigualdade vem da combinac¸a˜o dos fatos NpIq ¥ 1 e 2{n ¡ 1{n.
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Lema 4.3.4. Sejam K um corpo de nu´meros totalmente real ou totalmente complexo de
grau n e σ o mergulho de Minkowski. Dado x P OK, se σpxq P SpσpOKqq, enta˜o x e´ uma
raiz da unidade.
Demonstrac¸a˜o. Suponha que K e´ totalmente complexo, ou seja, n  2r2. Como NpOKq 
1, o Lema 4.3.2 garante que NminpσpOKqq2  n{2  r2, ja´ que }σp1q}2  r2. Tal qual na















 <pσipxqq2   =pσipxqq2  }σpxq}2
r2
 1. (4.18)
O Lema 4.3.1 tambe´m garante que
<pσ1pxqq2   =pσ1pxqq2  . . .  <pσr2pxqq2   =pσr2pxqq2  1. (4.19)
Logo, todos os conjugados de x tem valor absoluto igual a 1. Portanto, segue do Teorema
de Kronecker [PL04, Teorema 4.5.4] que x e´ uma raiz da unidade. Por sua vez, suponha
que K e´ totalmente real, isto e´, n  r1. Analogamente ao que foi feito no caso imagina´rio,



















pois }σp1q}2  r1. Novamente do Lema 4.3.1 segue que
σ1pxq  . . .  σr1pxq  1. (4.21)
O Teorema de Kronecker garante que x e´ raiz da unidade.
De posse dos Lemas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 e 4.3.4 ja´ e´ poss´ıvel provar o Teorema
4.3.1:
Demonstrac¸a˜o do Teorema 4.3.1. Suponha inicialmente que K seja totalmente real. Se
K  Q  Qpζ1q, enta˜o σpOKq  σpZq  Z e´ bem arredondado. Se K  Q, enta˜o K
na˜o e´ ciclotoˆmico e as u´nicas ra´ızes da unidade de K sa˜o 1 e 1 (caso contra´rio, haveria
um corpo ciclotoˆmico na˜o trivial contido em K, o que o impediria de ser real). O Lema
4.3.4 implica enta˜o que SpσpOKqq  tσp1qu e, como σp1q  σp1q, na˜o ha´ r1 vetores
linearmente independentes em SpσpOKqq. Portanto, se K e´ totalmente real, enta˜o σpOKq
e´ bem arredondado se, e somente se, K  Q, que e´ o u´nico dos corpos totalmente reais
que e´ ciclotoˆmico. Por sua vez, suponha que K seja totalmente complexo, isto e´, n  2r2.
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Como provado no Lema 4.3.4, os u´nicos elementos x P OK tais que σpxq P SpσpOKqq sa˜o




 <pσipζqq2   =pσipζqq2  r2¸
i1
1  r2, (4.22)
pois σipζq pertence a` bola unita´ria em R2. Do Lema 4.3.2, segue que NminpσpOKqq2  r2
e que SpσpOKqq  tσpxq : x P Cu, em que C e´ o subgrupo finito de K formado pelas
ra´ızes da unidades de K. O grupo C e´ c´ıclico, gerado por (digamos) ζk  expp2pii{kq, para
algum k P Z. Disso segue que C  Zrζks  OK, ou seja, todas as ra´ızes da unidade de K
sa˜o combinac¸o˜es lineares inteiras dos nu´meros 1, ζk, ζ2k , . . ., ζ
ϕpkq1
k , os quais sa˜o ra´ızes da
unidade linearmente independentes entre si. Portanto, o subgrupo C tem exatamente ϕpkq
ra´ızes da unidades linearmente independentes, implicando que SpσpOKqq tem ϕpkq ¤ n
vetores linearmente independentes. Dessa forma, σpOKq e´ bem arredondado se, e somente
se, ϕpkq  n, o que so´ pode ocorrer quando K  Qpζkq, que e´ um corpo ciclotoˆmico.
Como consequeˆncia do Teorema 4.3.1 podemos ver que o Corola´rio 1.3 de
[FP12] continua va´lido, o qual garante que a imagem de qualquer ideal fraciona´rio de um
corpo ciclotoˆmico pelo mergulho de Minkowski e´ um reticulado bem arredondado. Outra
consequeˆncia do Teorema 4.3.1 e´ a seguinte:
Corola´rio 4.3.1. Se K{Q e´ uma extensa˜o galoisiana e σ denota o mergulho de Minkowski
associado a K, enta˜o o reticulado σpOKq e´ bem arredondado se, e somente se, K e´ um
corpo ciclotoˆmico.
Demonstrac¸a˜o. Como K{Q e´ uma extensa˜o galoisiana, enta˜o a Proposic¸a˜o 1.6.1 da Sec¸a˜o
1.6 garante que K e´ totalmente real ou totalmente complexo. Portanto, o resultado segue
do Teorema 4.3.1.
O Teorema 4.3.1 fecha a questa˜o para corpos totalmente reais ou totalmente
complexos sobre quais reticulados alge´bricos obtidos como imagens de ane´is de inteiros
pelo mergulho de Minkowski sa˜o bem arredondados. Pore´m, deixa algumas questo˜es aber-
tas, tais como as seguintes:
(i) O Teorema 4.3.1 e´ va´lido quando K e´ um corpo de nu´meros misto (isto e´, com r1  0
e r2  0)?
(ii) Dado K um corpo de nu´meros de grau n, existe algum Z-mo´dulo M  OK (ou ideal)
tal que σpMq e´ um reticulado bem arredondado em Rn?
(iii) Em Rn existe algum reticulado alge´brico σpMq bem arredondado, sendo M um
Z-mo´dulo (ou ideal) de algum anel de inteiros? Se existir, a quantidade desses reti-
culados (na˜o equivalentes) e´ infinita?
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(iv) Como fica o Teorema 4.3.1 se σ for substitu´ıdo por algum mergulho torcido σα?
Na sec¸a˜o seguinte mostraremos que a resposta para a questa˜o (ii) e´ positiva sobre Z-
mo´dulos quando K e´ um corpo de nu´meros de grau primo p ¡ 2. Tambe´m veremos que
a resposta para a questa˜o (iii) e´ positiva em Rp, sendo p ¡ 2 um nu´mero primo, e que,
nesse caso, existem infinitos reticulados alge´bricos bem arredondados, na˜o equivalentes
entre si, obtidos via Z-mo´dulos. As questo˜es (ii) e (iii) para n geral e as questo˜es (i) e (iv)
permanecem abertas.
4.4 Reticulados alge´bricos bem arredondados em di-
menso˜es primas ı´mpares
Nosso principal objetivo, nesta sec¸a˜o, e´ mostrar que em todo corpo de nu´meros
c´ıclico de grau primo ı´mpar na˜o ramificado existe um Z-mo´dulo contido no seu anel de
inteiros cuja imagem pelo mergulho de Minkowski e´ um reticulado bem arredondado.
Para isso, utilizaremos conceitos, definic¸o˜es e resultados apresentados no Cap´ıtulo 3 deste
trabalho. Mostraremos tambe´m que existem infinitos reticulados alge´bricos bem arredon-
dados na˜o equivalentes entre si em Rp, sendo p ¡ 2 um nu´mero primo qualquer. Os
resultados desta sec¸a˜o foram aceitos para publicac¸a˜o na revista Archiv der Mathematik
[dAC18a].
Seja K um corpo de nu´meros c´ıclico de grau primo p ¡ 2 tal que pOK e´ um ideal
na˜o ramificado. Conforme vimos no Cap´ıtulo 3, o condutor deK e´ da forma n  p1p2 . . . pr,
com pi  1 pmod pq primos distintos, 1 ¤ i ¤ r (Proposic¸a˜o 3.1.2). Assim, K  Qpζnq.
Sejam θ o gerador do grupo de Galois G  GalpK{Qq e T  TrQpζnq{Kpζnq. Segundo a
Proposic¸a˜o 3.1.3, o anel de inteiros de K e´ dado por
OK  ZrGsT  xT, θpT q, θ2pT q, . . . , θp1pT qyZ. (4.23)









ak  0 pmod mq
+
. (4.24)
Sabemos que Mm tem posto p, ı´ndice m sobre OK e mı´nimo dado na Proposic¸a˜o 3.3.1.
Consideremos tambe´m σ : K ÝÑ Rp o mergulho de Minkowski associado a K.




a + 1 a . . . a
a a+1 . . . a
. . . . . . . . . . . .
a a . . . a+1

 (4.25)
e´ igual a na  1.
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a a a . . . a
a a+1 a . . . a
a a a+1 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .




Vamos mostrar que detpBmpaqq  a, para todo m ¥ 1. Se m  1, enta˜o B1paq  paq tem
determinante igual a a. Assumamos, por hipo´tese de induc¸a˜o, que detpBkpaqq  a para
k ¥ 1. Utilizando propriedades de determinantes, segue que:
detpBk 1paqq 

a a a . . . a
a a a . . . a
a a a+1 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .




a 0 a . . . a
a 1 a . . . a
a 0 a+1 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .
a 0 a . . . a+1

 0  detpBkpaqq  a.
(4.27)
No ca´lculo de (4.27), a primeira parcela da soma e´ igual a zero porque ha´ duas colunas
iguais, enquanto a segunda parcela resultou em detpBkpaqq aplicando o me´todo de Laplace
a` segunda coluna. Portanto, detpBmpaqq  a, para todom ¥ 1. Por sua vez,A1paq  pa 1q
tem determinante igual a a  1. Suponhamos, por hipo´tese de induc¸a˜o, que detpAkpaqq 
ka  1, para k ¥ 1. Utilizando propriedades de determinantes, segue que:
detpAk 1paqq 

a a a . . . a
a a+1 a . . . a
a a a+1 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .




1 a a . . . a
0 a+1 a . . . a
0 a a+1 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .
0 a a . . . a+1

 detpBk 1paqq   detpAkpaqq  a  ka  1  pk   1qa  1.
(4.28)
No ca´lculo de (4.28), a segunda parcela foi obtida pelo me´todo de Laplace aplicado a`
primeira coluna e pela hipo´tese de induc¸a˜o. Logo, detpAnpaqq  na  1, como quer´ıamos
demonstrar.
Lema 4.4.2. Seja m ¡ 0 inteiro tal que m  1 pmod pq. O conjunto
B  tθi  pl   1qT   lθpT q   lθ2pT q   . . .  lθp1pT q : 0 ¤ i   pu (4.29)
e´ uma Z-base de Mm, em que l  pm 1q{p.
Demonstrac¸a˜o. Consideremos a aplicac¸a˜o f : OK ÝÑ Zp definida por
f
 
a1T   a2θpT q   . . .  ap1θp1pT q
  pa1, a2, . . . , apq. (4.30)
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A aplicac¸a˜o f e´ um isomorfismo entre os grupos abelianos aditivos OK e Zp. Assim, para
provar que B e´ uma Z-base de Mm e´ suficiente provar que o conjunto
fpBq  tpl   1, l, . . . , lq, pl, l   1, . . . , lq, . . . , pl, l, . . . , l   1qu (4.31)
e´ uma Z-base de fpMmq. Mostremos este u´ltimo fato. O conjunto fpBq e´ linearmente
independente, pois, pelo Lema 4.4.1, detpApplqq  pl   1  m ¡ 0. Vamos mostrar que
fpBq gera o conjunto fpMmq. Por um lado, a soma das coordenadas de cada vetor em
fpBq e´ l   1   pp  1ql  pl   1  m  0 pmod mq. Logo, fpBq  fpMmq, ou seja,
xfpBqyZ  fpMmq, ja´ que fpMmq e´ um Z-mo´dulo em Zp. Por outro lado, seja x P fpMmq.
Desta forma, x  pa0, a1, . . . , ap1q, com
p1¸
i0
ai  0 pmod mq. A u´ltima congrueˆncia implica
que existe k P Z tal que
p1¸
i0
ai  mk. Defina, para cada j P t0, 1, . . . , p  1u, o nu´mero






paj  lkq  mk  plk  pm plqk  k. (4.32)
Disso segue que, para cada j P t0, 1, . . . , p 1u,
aj  bj   lk  bj   l
p1¸
j0
bj  b0l   b1l   . . .  bjpl   1q   . . .  bp1l. (4.33)
Portanto,
x  pa0, a1, . . . , ap1q  b0pl 1, l, . . . , lq b1pl, l 1, . . . , lq . . . bp1pl, l, . . . , l 1q (4.34)
e´ uma combinac¸a˜o linear sobre Z dos elementos de fpBq. Portanto, fpMmq  xfpBqyZ.
Conclu´ımos, enta˜o, que fpMmq e´ gerado por fpBq, donde segue o lema.
A seguir enunciamos o principal teorema desta sec¸a˜o:
Teorema 4.4.1. Se m ¡ 0 e´ inteiro satisfazendo m  1 pmod pq ec
n
p  1 ¤ m ¤
a
npp  1q, (4.35)
enta˜o σpMmq e´ um reticulado fortemente bem arredondado em Rp.
Demonstrac¸a˜o. Como m  1 pmod pq, segue que existe um inteiro l positivo tal que
m  pl  1. Como na Proposic¸a˜o 3.3.1, definimos a aplicac¸a˜o F pmq  pm2   npp 1qq{p.
Por hipo´tese, m ¤
a
npp  1q. Disso obtemos:
m2 ¤ npp  1q ùñ m2   np n ¤ 2pn ùñ m
2   npp 1q
p
¤ 2n ùñ F pmq ¤ 2n. (4.36)
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Para cada i P t1, 2, . . . , pu sejam l˜ e r˜, respectivamente, o quociente e o resto da divisa˜o
de im por p, isto e´, im  pl˜   r˜, com 0 ¤ r˜   p. Se i  p, enta˜o r˜  0. Neste
caso, F ppmq  pm2. Como, por hipo´tese,
c
n
p  1 ¤ m, segue que n ¤ p1   pqm
2 e,
multiplicando essa expressa˜o por p1 pq   0, temos np1 pq ¥ m2p1 p2q. Da´ı,
m2   npp 1q ¤ p2m2 ùñ F pmq  m
2   npp 1q
p
¤ pm2  F ppmq. (4.37)
Se 1 ¤ i   p e´ um nu´mero inteiro, enta˜o r˜  i, pois im  ippl 1q  ppilq i, com i menor
do que p. Assim, F pimq  pi2m2   nipp  iqq{p. Como, por hipo´tese, n{pp   1q ¤ m2,
segue que
m2 ¥ np1  pq  np
p  1  n
np
p  1 ¡ n
np
i  1 (4.38)
em que a u´ltima desigualdade ocorre porque i   p. Da´ı, como 1 i ¤ 0,
m2pi  1q ¡ npi  1 pq ùñ m2p1 i2q   np1 iqpi  1 pq  npip i2  p  1q (4.39)
donde segue que m2   npp  1q   i2m2   nipp  iq, ou seja, F ppq   F pipq, para todo
1 ¤ i   p. Disso e de (4.36) e (4.37) segue que F pmq ¤ 2n e F pmq ¤ F pimq, para todo
i P t1, 2, . . . , pu. Assim, pela Proposic¸a˜o 3.3.1, segue que
min
0xPMm
}σpxq}2  min t2n, F pmq, F p2mq, . . . , F ppmqu  F pmq, (4.40)





onde exatamente um ai e´ igual a l   1 e os outros ai sa˜o iguais a l. Isso significa que
NminpσpMmqq e´ atingido pelos elementos do conjunto B do Lema 4.4.2. Como B e´ uma Z-
base de Mm, enta˜o σpBq e´ uma base para o reticulado σpMmq na qual todos os elementos
teˆm norma igual a norma mı´nima do reticulado. Logo, σpMmq e´ um reticulado fortemente
bem arredondado.
Uma importante consequeˆncia do Teorema 4.4.1 e´ o objetivo trac¸ado no in´ıcio
desta sec¸a˜o:
Corola´rio 4.4.1. Seja K um corpo de nu´meros c´ıclico de grau p ¡ 2 com condutor
n  p1p2 . . . pr, em que cada pi e´ um nu´mero primo distinto tal que pi  1 pmod pq.
Enta˜o existem m ¡ 0 e um Z-mo´dulo Mm  OK, definido em (4.24), tal que σpMmq e´
um reticulado fortemente bem arredondado em Rp.
Demonstrac¸a˜o. Consideremos a aplicac¸a˜o F definida na Proposic¸a˜o 3.3.1. Como m 
1 pmod pq, segue que F pmq  pm2   npp 1qq{p, em que m  pl   1 para algum nu´mero
inteiro l. Devido a` hipo´tese de que m ¤
a
npp  1q, tem-se que F pmq ¤ 2n. Para cada
i P t1, 2, . . . , pu sejam l˜ e r˜ nu´meros inteiros satisfazendo im  pl˜   r˜, com 0 ¤ r˜   p. Se
i  p, enta˜o r˜  0 e F ppmq  pm2. Como
c
n
p  1 ¤ m, segue que n ¤ p1  pqm
2 e, apo´s
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multiplicar essa expressa˜o por p1pq   0, obtemos np1pq ¥ m2p1p2q. Disso segue que
F pmq ¤ pm2  F ppmq. Por fim, se 1   i   p, enta˜o r˜  i, ja´ que im  ippl 1q  ppilq i.
Logo, F pimq  pi2m2 nipp iqq{p. Como i   p e
a
n{pp  1q ¤ m (por hipo´tese), segue
que
m2 ¥ np1  pq  np
p  1  n
np
p  1 ¡ n
np
i  1 ùñ m
2pi  1q ¡ npi  1 pq. (4.41)
Multiplicando essa expressa˜o por 1  i, obtemos m2   npp  1q   i2m2   nipp  iq, isto
e´, F pmq   F pimq, para cada 1   i   p. Em resumo, temos F pmq ¤ 2n e F pmq ¤ F pimq
para todo 1   i   p. Devido a` Proposic¸a˜o 3.3.1, isso significa que
NminpσpMmqq2  min0xPMm }σpxq}
2  min t2n, F pmq, F p2mq, . . . , F ppmqu  F pmq (4.42)




iptq onde exatamente um ai e´ igual a l  1
e os outros ai sa˜o iguais a l. Isso implica que o valor de NminpσpMmqq e´ atingido pelos
elementos do conjunto B definido no Lema 4.4.2. Como B e´ uma Z-base de Mm, σpBq e´
uma base do reticulado σpMmq, na qual todos os vetores teˆm norma igual a` norma mı´nima
do reticulado. Portanto, σpMmq e´ um reticulado fortemente bem arredondado.
Observac¸a˜o 4.4.1. Consideremos a transformac¸a˜o linear τ : Rp ÝÑ Rp definida por
τpx1, x2, . . . , xpq  px2, x3 . . . , xp, x1q, com xi P R, 1 ¤ i ¤ n. Como, para todo x P K,
σpxq  px, θpxq, . . . , θp1pxqq e τ ipσpxqq  σpθipxqq, 1 ¤ i ¤ p  1, segue que σpMmq tem
uma base c´ıclica σpBq, isto e´, σpBq e´ da forma tv, τpvq, τ 2pvq, . . . , τ p1pvqu, para algum
v P Rp.
A seguir, considerando a construc¸a˜o acima, vamos demonstrar que existem
infinitos reticulados alge´bricos bem arredondados na˜o equivalentes entre si no espac¸o
euclidiano p-dimensional para qualquer nu´mero primo p ¡ 2. Para isso, utilizaremos o
fato de que dois reticulados equivalentes possuem mesma densidade de centro (Proposic¸a˜o
1.3.1).
Para cada corpo de nu´meros K de grau primo p ¡ 2 e condutor n  p1p2 . . . pr,
com pi  1 pmod pq, e m ¡ 0 inteiro, consideremos o Z-mo´dulo Mm. Segue da Proposic¸a˜o
3.3.1 que a densidade de centro do reticulado Λ  σpMmq e´ dada por
δ  |Λ|
p{2
2prOK : M s
a|DpKq|  pm
2   npp 1qqp{2
2ppp{2mn p12
. (4.43)
Corola´rio 4.4.2. Existem infinitos reticulados alge´bricos bem arredondados na˜o equiva-
lentes entre si em Rp, para qualquer nu´mero primo p ¡ 2.
Demonstrac¸a˜o. Sejam p1 e p2 dois nu´meros primos ı´mpares distintos satisfazendo pi 
1 pmod pq, i  1, 2. Sem perda de generalidade podemos supor que p2 ¡ p1. Como
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GalpQpζpiq{Zq e´ c´ıclico, existem corpos de nu´meros Ki de grau p e condutor pi, para
cada i  1, 2. Pelo fato de K1 e K2 terem condutores distintos, segue que sa˜o corpos






tal que Λi  σpMmiq e´ um reticulado alge´brico bem arredondado.
Vamos mostrar que Λ1 e Λ2 sa˜o reticulados na˜o equivalentes provando que as densidades
de centro δ1 e δ2 de Λ1 e Λ2, respectivamente, sa˜o diferentes. De (4.43) segue que
δi  pm
2











m21   p1pp 1q
p  m21pp11  m22   p2pp 1qp . (4.45)




m22   p2pp 1q
p. Como p2 e´ um
nu´mero primo diferente de p1, enta˜o p2 divide m1 ou m2. No entanto, como m1 ¤a
p1pp  1q e p1 ¡ p   1, ja´ que p1  1 pmod pq, enta˜o m1   p2. Logo, m1 na˜o e´
mu´ltiplo de p2, donde segue que p2 divide m2. Por sua vez, m2   p2, ou seja, p2 na˜o
divide m2, o que e´ uma contradic¸a˜o. Portanto, δ1  δ2 e Λ1 e Λ2 na˜o sa˜o equivalentes.
Isso significa que para qualquer par de nu´meros primos ı´mpares distintos p1 e p2 tais que
p1  1 pmod pq e p2  1 pmod pq existem dois reticulados alge´bricos bem arredondados
na˜o equivalentes entre si. Finalmente, a conclusa˜o deste corola´rio segue do Teorema de
Dirichlet [Was95, Corola´rio 2.11], que garante a existeˆncia de infinitos nu´meros primos q
tais que q  1 pmod pq.
Como vimos no Cap´ıtulo 3, construc¸o˜es alge´bricas envolvendo os reticulados
Mm em corpos de nu´meros de grau primo ı´mpar teˆm sido usados na busca por reticula-
dos densos. O exemplo seguinte apresenta a construc¸a˜o de um reticulado alge´brico bem
arredondado obtido como foi proposto nesta sec¸a˜o e com alta densidade de centro em R3:
Exemplo 4.4.1. Seja K um corpo de nu´meros de grau p  3 e condutor n  p1.p2.p3, onde
p1  7, p2  13 e p3  19. Assim, n  1729. Para aplicar o Teorema 4.4.1, consideremos







 r20.8, 83.16s. Seja




iptq tais que a0   a1   a2  0 pmod 82q, onde θ e´ o
gerador do grupo de Galois GalpK{Qq e t  TrQpζnq{Kpζnq. Enta˜o, σpM82q e´ um reticulado
bem arredondado em R3 cuja densidade de centro e´ dada por δ  0, 1743. Lembrando que
a ma´xima densidade de centro em R3 e´ aproximadamente igual a 0, 1768 e e´ atingida pelo
reticulado D3, temos que o reticulado σpM82q tem uma taxa de empacotamento muito boa
nessa dimensa˜o.
O pro´ximo exemplo e´ mais construtivo:
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Exemplo 4.4.2. Sejam p  5 e n  11. Observemos que p e n sa˜o nu´meros primos
ı´mpares tais que n  1 pmod pq. Sendo ζ11  e 2pii11 a 11-e´sima raiz primitiva da unidade,
G  GalpQpζ11q{Qq  xφy  pZ{11Zq, onde φpζ11q  ζ211, ja´ que 2 e´ o elemento primitivo
de (Z{11Zq. Consideremos θ  φ5 dado por θpζ11q  φ5pζ11q  ζ2511  ζ1011  ζ111 . Seja K
o corpo fixo do grupo H  xθy  tθ, θ2u, cujo grau e´ 10{2  5  p. Notemos que
t  TrQpζ11q{Kpζ11q  θpζ11q   θ2pζ11q  ζ11   ζ111 . (4.46)
Assim, K  Qptq  Qpζ11 ζ111 q e´ o subcorpo maximal real de Qpζ11q. O Teorema da Cor-
respondeˆncia de Galois [Sam70, Teorema 2, Sec¸a˜o 6.1] implica que GalpK{Qq  G{H 
xφ2y. Como K e´ totalmente real, o mergulho de Minkowski de K e´ definido por
σpxq  px, φ2pxq, φ4pxq, φ6pxq, φ8pxqq. (4.47)

















ai  0 pmod 6q
+
. (4.48)
Assim, devido ao Teorema 4.4.1, segue que Λ  σpM6q e´ um reticulado alge´brico bem
arredondado em R5 com base tv, τpvq, τ 2pvq, τ 3pvq, τ 4pvqu, onde τ e´ a transformac¸a˜o linear
definida na Observac¸a˜o 4.4.1 e
v  pζ11   ζ111  1, ζ211   ζ211  1, ζ411   ζ411  1, ζ811   ζ811  1, ζ511   ζ511  1q. (4.49)
O reticulado produzido tem norma mı´nima ao quadrado igual a F p6q  16. A densidade
de centro de Λ e´ dada por
δ  16
5{2
25  55{2  8 112  0, 0441. (4.50)
A maior densidade de centro poss´ıvel em dimensa˜o 5 e´ aproxidamente igual a 0, 08839,
atingida pelo reticulado D5.
A construc¸a˜o do exemplo acima pode ser generalizada para outras dimenso˜es




Criptografia via reticulados alge´bricos
A imineˆncia do advento dos computadores quaˆnticos mante´m na comunidade
cient´ıfica a preocupac¸a˜o de que os atuais protocolos criptogra´ficos na˜o sobrevivera˜o. De
fato, no final da de´cada de 1990, Peter Shor apresentou algoritmos que tornam via´vel re-
solver em computadores quaˆnticos problemas matema´ticos que fundamentam a seguranc¸a
dos atuais sistemas criptogra´ficos [Sho97], tais como o RSA. Desde enta˜o buscam-se no-
vos modelos que na˜o possam ser quebrados por algoritmos quaˆnticos. Uma das propostas
mais importantes para a chamada criptografia po´s-quaˆntica fundamenta-se em problemas
envolvendo reticulados, tais como o problema do vetor mais curto e o problema do vetor
mais pro´ximo. Neste cap´ıtulo, vamos apresentar um resumo sobre a criptografia base-
ada em reticulados e o estado atual de pesquisa, com a intenc¸a˜o de que um leitor sem
conhecimento de teoria da computac¸a˜o seja capaz de compreender este tema de modo
introduto´rio. Um dos problemas centrais sobre os quais nos debruc¸amos e´ o Anel-LWE
(RLWE), que e´ baseado em reticulados alge´bricos via o mergulho de Minkowski. Uma
contribuic¸a˜o original que fazemos neste cap´ıtulo consiste na proposta do problema Anel-
LWE torcido (α-RLWE), o qual baseia-se em reticulados alge´bricos obtidos via o mergulho
torcido σα, e na demonstrac¸a˜o de seguranc¸a da versa˜o de busca deste problema (Teorema
5.4.1). Na Sec¸a˜o 5.1, apresentamos os conceitos ba´sicos e um curto histo´rico sobre crip-
tografia. Na Sec¸a˜o 5.2, introduzimos a criptografia baseada em reticulados a partir dos
sistemas NTRU e GGH e enunciamos alguns problemas de reticulados sobre os quais essa
teoria se sustenta. Na Sec¸a˜o 5.3, apresentamos os principais problemas computacionais re-
lacionados a esta linha de estudo. Na Sec¸a˜o 5.4, propomos o problema Anel-LWE torcido
e demonstramos sua seguranc¸a. Por fim, na Sec¸a˜o 5.5, mostramos algumas fragilidades
da criptografia baseada em reticulados, as quais nos dizem quais paraˆmetros devem ser
evitados na pra´tica. As refereˆncias bibliogra´ficas que fundamentam este cap´ıtulo incluem
[MvOV01, DH76, RSA78, Sho97, Ajt96, Pei16, PRSD17, Mic02, NIS17, GGH97, HPS98,
Reg05, BCLvV16, LPR10, CLS17, BV11, LS15, EHL14, ELOS15]. Como resultado dos
assuntos mencionados aqui foi desenvolvido o trabalho conjunto preliminar [OdAD 18a]
e apresentado o trabalho [OdAD 18b].
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5.1 Alguns conceitos preliminares sobre Criptografia
Ao longo dos se´culos os seres humanos se viram necessitados de tornar segura
a transmissa˜o de informac¸a˜o entre eles, mesmo quando ela ainda era realizada por meio
f´ısico e na˜o digital. A seguranc¸a da informac¸a˜o e´ buscada atrave´s de alguns objetivos,
tais como a confidencialidade, a integridade dos dados, a autenticac¸a˜o, a assinatura, a
validac¸a˜o, o controle de acesso, a certificac¸a˜o, a confirmac¸a˜o do recebimento, a prevenc¸a˜o
de alterac¸a˜o de dados, entre outros. Com o advento dos computadores, das mı´dias digitais
e da internet, a necessidade de manter segura a transmissa˜o de informac¸o˜es se tornou
ainda mais latente, ao mesmo tempo em que os mecanismos de transmissa˜o ficaram mais
complexos. E´ importante notar ainda que a seguranc¸a da informac¸a˜o depende tanto de
protocolos e algoritmos matema´ticos como de procedimentos te´cnicos e f´ısicos [MvOV01].
Diante deste contexto envolvendo a seguranc¸a da informac¸a˜o podemos definir
criptografia como sendo o estudo de te´cnicas matema´ticas que objetivam a confidenci-
alidade, a integridade, a autenticac¸a˜o e a na˜o repudiac¸a˜o dos dados. Dessa forma, um
dos objetivos da criptografia e´ estudar e buscar por protocolos que garantam a comu-
nicac¸a˜o sigilosa entre um emissor e um destinata´rio. Ha´ relatos do uso da criptografia
pelos eg´ıpcios ha´ mais de quatro mil anos atra´s, mas ela ganhou noto´ria importaˆncia
com o papel decisivo que ocupou durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945), pois
a ma´quina de criptografia Enigma foi uma poderosa arma alema˜ nos combates. Desde
o in´ıcio da era digital a criptografia e´ imprescind´ıvel, pois visa garantir a seguranc¸a na
transmissa˜o de dados na˜o so´ para fins diploma´ticos e militares, mas tambe´m para fins
comerciais, banca´rios, entre outros.
A confidencialidade (ou segredo) e´ a qualidade de garantir que apenas aqueles
que sa˜o autorizados tenham acesso a` mensagem. A integridade dos dados e´ a qualidade
de na˜o ter o conteu´do da mensagem alterado por parte na˜o autorizada. A autenticac¸a˜o
garante ao destinata´rio ter a certeza de quem e´ o emissor da mensagem. A na˜o repudiac¸a˜o
previne que algum participante alegue que na˜o participou da transic¸a˜o.
A criptografia estuda e constro´i sistemas criptogra´ficos (ou criptossistemas),
que sa˜o conjuntos de algoritmos que buscam garantir a seguranc¸a da informac¸a˜o. Um
sistema criptogra´fico conte´m um algoritmo de gerac¸a˜o de chaves, um de encriptac¸a˜o e
um de decriptac¸a˜o. Uma chave e´ utilizada para encriptar um texto simples (plaintext, em
ingleˆs) em um texto em claro (cyphertext, em ingleˆs) e para decriptar o texto em claro no
texto simples. Os esquemas de encriptac¸a˜o dependem de um alfabeto A (ex.: corpo bina´rio
F2  t0, 1u), de um espac¸o de mensagens M, que e´ formado por sequeˆncias de s´ımbolos
do alfabeto (ex.: Fn2 ), e de um espac¸o de textos em claro C, que tambe´m e´ formado por
sequeˆncias de s´ımbolos do alfabeto, podendo ou na˜o ser igual aM. Um espac¸o de chaves
K e´ um conjunto de elementos que determinam bijec¸o˜es entre M e C. Se e P K, uma
bijec¸a˜o Ee : M ÝÑ C e´ chamada func¸a˜o de encriptac¸a˜o. Por sua vez, se d P K, uma
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bijec¸a˜o Dd : C ÝÑM e´ chamada de func¸a˜o de decriptac¸a˜o. O processo que obte´m Eepmq,
com m PM, e´ chamado de encriptac¸a˜o da mensagem m. Por sua vez, se c P C, o processo
que calcula Ddpcq e´ chamado de decriptac¸a˜o do texto em claro c. No conjunto K deve ser
garantido que para cada e P K exista (um u´nico) d P K tal que DdpEepmqq  m, para
todo m P M. Os conjuntos E  tEe : e P Ku e D  tDd : d P Ku formam o chamado
esquema de encriptac¸a˜o (ou cifra). O par pe, dq e´ denominado par de chaves.
Um sistema criptogra´fico depende unicamente da escolha de K, M, C, E e
D, os quais sa˜o de conhecimento pu´blico. No entanto, o par de chaves pe, dq deve ser
guardado em segredo. Um esquema de encriptac¸a˜o e´ considerado fra´gil quando um terceiro
agente diferente do emissor e do destinata´rio de uma mensagem consegue descobrir o texto
simples a partir do correspondente texto em claro em tempo ha´bil sem, a priori, conhecer
o par de chaves. Um esquema de encriptac¸a˜o e´ de chave sime´trica quando, para todo par
de chaves pe, dq, e´ “fa´cil” descobrir d desde que e seja conhecido e vice-versa. Por outro
lado, um esquema de encriptac¸a˜o e´ de chave pu´blica (ou chave assime´trica) quando, para
todo par de chaves pe, dq, e´ impratica´vel descobrir d quando e e´ conhecido e vice-versa.
Esse conceito foi introduzido em 1976 por Diffie e Hellman [DH76]. Por exemplo, suponha
que Alice e Bob queiram se comunicar. No esquema de chave pu´blica Bob seleciona um
par de chaves pe, dq, mante´m consigo a chave d, em segredo, e envia para Alice a chave e.
Por na˜o ser sigilosa, a chave e e´ chamada de chave pu´blica. Quando Alice quiser enviar
uma mensagem m PM para Bob, ela enviara´ o texto em claro c  Eepmq. Como somente
Bob tem conhecimento de d, so´ ele podera´ redescobrir m fazendo m  Ddpcq.
O primeiro esquema de encriptac¸a˜o de chave pu´blica estabelecido na pra´tica
veio com Rivest, Shamir e Adleman em 1978, o RSA [RSA78]. O me´todo RSA sobrevive
ate´ hoje e sua seguranc¸a esta´ assentada no problema da fatorac¸a˜o de nu´meros inteiros.
Abaixo descrevemos os algoritmos que compo˜e esse esquema:
• Gerac¸a˜o de chaves: escolhem-se aleatoriamente dois nu´meros primos p e q suficiente-
mente grandes e com grande diferenc¸a entre si; calculam-se o mo´dulo n  pq, que e´
tornado pu´blico, e a func¸a˜o totiente de Euler ϕpnq  pp1qpq1q; define-se a chave
pu´blica como sendo um elemento e P t1, 2, . . . , ϕpnqu tal que mdcpe, ϕpnqq  1;
calcula-se a chave privada d tal que de  1 pmod ϕpnqq. Assim, o par de chaves e´
ppn, eq, dq.
• Codificac¸a˜o: sendo m PM uma mensagem, computa-se o texto em claro c de modo
que c  me pmod nq.
• Decodificac¸a˜o: Tomando o texto em claro c, o detentor da chave privada d descobre
m fazendo m  cd pmod nq.
Para quebrar o me´todo RSA e´ necessa´rio descobrir d a partir de e e de n. Pore´m, isso
so´ e´ fact´ıvel computacionalmente quando se conhecem os primos p e q, os quais na˜o sa˜o
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conhecidos por terceiros que queiram quebrar o sistema. Ale´m disso, obter p e q a partir
de n significa fatorar n, o que e´ um problema imposs´ıvel de ser resolvido em tempo ha´bil
por computadores cla´ssicos quando p e q sa˜o suficientemente grandes e distintos entre si.
Isso torna o RSA seguro.
Outro esquema de chave pu´blica criado apo´s o RSA foi desenvolvido por El-
Gamal em 1985 [Elg85]. A seguranc¸a deste esquema, denominado El-Gamal, depende
da impossibilidade de computar logaritmos discretos, em determinadas condic¸o˜es, por
computadores cla´ssicos em tempo ha´bil.
Apesar dos esquemas RSA e El-Gamal serem ainda inquebra´veis para va´rios
paraˆmetros, isso na˜o deve resistir ao advento dos computadores quaˆnticos. De fato, Peter
Shor apresentou em 1996 um algoritmo quaˆntico que resolve o problema da fatorac¸a˜o
de nu´meros inteiros e do logaritmo discreto em tempo ha´bil [Sho97]. Isso deu margem
a novas linhas de pesquisa que busquem outros esquemas criptogra´ficos que na˜o possam
ser quebrados por computadores quaˆnticos. As propostas que se enquadram nesta ca-
tegoria formam a chamada criptografia po´s-quaˆntica. Alguns problemas computacionais
dif´ıceis para os quais ainda na˜o se conhece soluc¸a˜o via´vel por meio quaˆntico e que teˆm
sido usados em criptografia envolvem equac¸o˜es quadra´ticas multivariadas, func¸o˜es Hash,
isogenias super-singulares, co´digos corretores de erros e reticulados [Ort18]. No restante
deste cap´ıtulo vamos focar na criptografia po´s-quaˆntica baseada em reticulados.
5.2 Criptografia baseada em reticulados
A criptografia baseada em reticulados se iniciou em 1996 quando Ajtai mostrou
que problemas computacionais envolvendo reticulados conjecturadamente dif´ıceis podiam
ser utilizados para fins criptogra´ficos [Ajt96]. Desde enta˜o surgiram va´rias propostas de
sistemas criptogra´ficos cuja seguranc¸a depende da impossibilidade de resolver determi-
nados problemas sobre reticulados, tais como o NTRU, o GGH, o SIS, o RSIS, o LWE
e o RLWE. As vantagens de utilizar criptografia baseada em reticulados englobam: a
conjecturada seguranc¸a contra ataques quaˆnticos, ja´ que na˜o sa˜o conhecidos algoritmos
quaˆnticos eficientes que resolvam os principais problemas sobre reticulados; o parale-
lismo, a eficieˆncia e a simplicidade dos algoritmos, principalmente quando os reticulados
sa˜o constru´ıdos por via alge´brica; e a versatilidade das construc¸o˜es, pois a criptografia
baseada em reticulados vai ale´m de apenas garantir confidencialidade, mas pode tambe´m,
por exemplo, ser usada para a antes uto´pica encriptac¸a˜o homomo´rfica total (fully homo-
morphic encryption, em ingleˆs), que permite a usua´rios na˜o confia´veis fazerem adic¸o˜es e
multiplicac¸o˜es nos dados encriptados sem aprender nada com eles [Pei16].
Evidenciando a importaˆncia da criptografia baseada em reticulados no con-
texto da criptografia po´s-quaˆntica, a ageˆncia norte-americana NIST1 fez em 2017 uma
1 National Institute Standards and Technology
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chamada por esquemas criptogra´ficos po´s-quaˆnticos a serem padronizados, dos quais apro-
ximadamente 34% dos 82 trabalhos submetidos eram relacionados a reticulados [NIS17].
Em [Ort18, Tabela 1] esta˜o resumidas as submisso˜es baseadas em reticulados. Ale´m disso,
o Google anunciou em 2016 experimentos com criptografia po´s-quaˆntica [Goo16], para os
quais escolheu o algoritmo New Hope proposto por Alkim, Ducas, Po¨ppelmann e Schwabe
em 2015 [ADPS15], o qual se enquadra na criptografia baseada em reticulados.
Os dois primeiros sistemas criptogra´ficos com chave pu´blica baseados em re-
ticulados propostos foram o GGH e o NTRU. Em 1997, Goldreich, Goldwasser e Halevi
propuseram o esquema GGH [GGH97], que tem sua seguranc¸a conjecturada, mas na˜o
ainda demonstrada. No esquema de encriptac¸a˜o do GGH a chave pu´blica e´ uma base
ruim de um reticulado (isto e´, formada por vetores longos e altamente na˜o ortogonais)
e a chave privada e´ uma base boa desse mesmo reticulado (isto e´, formada por vetores
curtos e altamente ortogonais). Por sua vez, em 1998, Hoffstein, Pipher e Silverman apre-
sentaram um esquema de encriptac¸a˜o de chave pu´blica chamado NTRU [HPS98], o qual
e´ constru´ıdo sobre quocientes de ane´is de polinoˆmios R  Zrxs{xfpxqy, mas pode ser
considerado baseado em reticulados. O sistema criptogra´fico NTRU e´ pra´tico e eficiente,
mas na˜o se sabe com certeza se ele e´ seguro. Sua chave privada e´ um polinoˆmio s P R e
sua chave pu´blica e´ um polinoˆmio da forma 2hs1 com coeficientes tomados mo´dulo um
nu´mero inteiro q ı´mpar suficientemente grande. Mais detalhes sobre o GGH e o NTRU
podem ser encontrados em [Pei16].
Seja Λ  Rn um reticulado de posto completo com base B e mı´nimos sucessivos
λ1 ¤ λ2 ¤ . . . ¤ λn. Consideremos ainda um nu´mero real γ  γpnq ¥ 1 que cresce em
func¸a˜o da dimensa˜o n, o qual e´ chamado de fator de aproximac¸a˜o. Com essa notac¸a˜o,
elencamos abaixo alguns problemas computacionais sobre reticulados que teˆm sido usados
em criptografia:
• Problema do vetor mais curto (SVP)2: encontrar c P Λ tal que }c}  λ1pΛq.
• Problema do vetor mais curto aproximado (SVPγ)3: encontrar c P Λ, na˜o
nulo, tal que }c} ¤ γ  λ1pΛq.
• Problema de decisa˜o do vetor mais curto aproximado (GapSVPγ)4: sa-
bendo que λ1pΛq ¤ 1 ou λ1pΛq ¡ γ, determinar qual dessas alternativas ocorre.
• Problema dos vetores indepedentes mais curtos aproximados (SIVPγ)5:
encontrar um conjunto S  tsiuni  Λ com n elementos linearmente independentes
tais que }si} ¤ γ  λnpΛq, com 1 ¤ i ¤ n.
2 Do ingleˆs, shortest vector problem.
3 Do ingleˆs, approximate shortest vector problem.
4 Do ingleˆs, decisional approximate shortest vector problem.
5 Do ingleˆs, approximate shortest independent vector problem.
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• Problema do vetor mais pro´ximo (CVP)6: dado t P Rn qualquer (chamado
vetor alvo), encontrar c P Λ que minimiza a distaˆncia }c t}.
• Problema de decodificac¸a˜o da distaˆncia limitada (BDDγ)7: dado um vetor
alvo t P Rn tal que distpt,Λq   d  λ1pΛq{p2γq, encontrar o u´nico vetor v P Λ tal
que }t v}   d.
Os problemas enunciados acima sa˜o conjecturadamente intrata´veis, a na˜o ser
para fatores de aproximac¸a˜o muito grandes [Pei16, Subsec¸a˜o 2.2.2]. Observemos que os
problemas CVP e BDDγ sa˜o parecidos, tendo sua diferenc¸a principal caracterizada pelo
vetor alvo t, que no CVP pode ser tomado de forma arbitra´ria, ao passo que no BDDγ
ele e´ tomado “pro´ximo” aos pontos do reticulado.
5.3 Fundamentos dos sistemas criptogra´ficos basea-
dos em reticulados
A seguir vamos apresentar os principais problemas computacionais que teˆm
servido como fundamento para o desenvolvimento de sistemas criptogra´ficos, os quais
teˆm sua seguranc¸a baseada nos problemas computacionais sobre reticulados que foram
enunciados anteriormente.
Soluc¸a˜o Inteira Curta (SIS)8. Consideremos β um nu´mero real e n e q nu´meros inteiros
positivos. Dados m vetores aleato´rios ai P Znq distribu´ıdos uniformemente, o problema SIS
consiste em encontrar um vetor na˜o trivial z  pz1, . . . , zmq P Zm com norma euclidiana
no ma´ximo igual a β tal que
m¸
i1
aizi  0 P Znq .
O problema SIS foi proposto em [Ajt96] e na˜o tem sido utilizado para en-
criptac¸a˜o com chave pu´blica, mas tem encontrado outras aplicac¸o˜es em criptografia, como
assinatura digital, func¸o˜es hash, esquemas de identificac¸a˜o, entre outras. Sua seguranc¸a
esta´ baseada na dificuldade de solucionar os problemas GapSVPγ e do SIVPγ para reti-
culados n-dimensionais arbitra´rios.
Aprendendo Com Erros (LWE)9. Sejam n e q inteiros positivos e χ uma distribuic¸a˜o
de erros sobre Z (por exemplo, χ pode ser uma distribuic¸a˜o gaussiana discreta). Para
cada vetor s P Znq , chamado segredo, a distribuic¸a˜o LWE As,χ sobre Znq  Zq e´ dada por
amostras da forma pa, b  xs, ay   e pmod qqq, em que a P Znq e´ tomado pela distribuic¸a˜o
uniforme e e e´ aleato´rio em χ. Suponha que s seja escolhido pela distribuic¸a˜o uniforme em
Znq . Assim, o problema de busca LWE consiste em descobrir s a partir de m amostragens
independentes pai, biq P Znq Zq escolhidas pela distribuic¸a˜o As,χ. Por sua vez, o problema
6 Do ingleˆs, closest vector problem.
7 Do ingleˆs, bounded distance decoding problem.
8 Do ingleˆs, Short Integer Solution.
9 Do ingleˆs, Learning With Errors.
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de decisa˜o LWE consiste em distinguir se m amostras independentes pai, biq P Znq  Zq
foram obtidas pela distribuic¸a˜o LWE As,χ (s fixado) ou pela distribuic¸a˜o uniforme.
O problema LWE foi introduzido em [Reg05]. Ao contra´rio do SIS, o LWE pode
ser usado para encriptac¸a˜o com chave pu´blica. Os problemas de busca e de decisa˜o LWE
sa˜o considerados seguros porque soluciona´-los e´, no mı´nimo, ta˜o dif´ıcil quanto resolver
GapSVPγ e SIVPγ para reticulados n-dimensionais arbitra´rios. Um exemplo de sistema
criptogra´fico baseado em LWE e´ o Frodo [BCD 16], que foi submetido como proposta a`
ageˆncia NIST [NIS17].
Movidos pelas ideias do NTRU, alguns cientistas definiram verso˜es do SIS e do
LWE que adicionam estruturas alge´bricas a esses problemas, tornando-os mais eficientes,
as quais conhecemos por RSIS e RLWE.
Anel-SIS (RSIS). Consideremos o anel R  Zrxs{xfpxqy, em que fpxq  xn  1 se n
e´ primo ou fpxq  xn   1 se n e´ uma poteˆncia de 2. Seja q um nu´mero inteiro positivo,
chamado mo´dulo, m outro nu´mero inteiro positivo e β ¡ 0 um nu´mero real. Seja Rq 
R{qR. Dados m elementos ai P Rq tomados pela distribuic¸a˜o uniforme, o problema RSIS
consiste em encontrar um vetor na˜o nulo z  pz1, . . . , zmq P Rm de norma euclidiana
menor ou igual a β tal que
m¸
i1
aizi  0 P Rq.
O problema RSIS foi definido da forma enunciada acima em [Mic02]. Sua
vantagem em relac¸a˜o ao SIS e´ a eficieˆncia. A dificuldade de resolveˆ-lo esta´ associada a`
dificuldade de resolver o SVPγ. Em trabalhos posteriores o RSIS foi definido de forma
ana´loga ao estabelecido acima, mas trocando o anel R  Zrxs{xfpxqy pelo anel de inteiros
de um corpo de nu´meros qualquer, e foi provado ser pelo menos ta˜o dif´ıcil de resolver
quanto o problema SVPγ para reticulados ideais arbitra´rios.
A seguir precisaremos do conceito de ideal dual. Se J e´ um ideal fraciona´rio
contido em K, denomina-se por ideal dual de J o conjunto J_  tx P K : TrKpxJq  Zu.
Em particular, o ideal O_K e´ chamado de ideal codiferente. E´ interessante notar que a
norma desse ideal e´ o inverso do discriminante DpKq (Sec¸a˜o 1.5).
Anel-LWE (RLWE). Sejam K um corpo de nu´meros, R  OK seu anel de inteiros, KR 
KbQ R, T  KR{qR_, ψ uma distribuic¸a˜o sobre KR, q ¥ 2 um nu´mero inteiro, chamado
mo´dulo, e Rq  R{qR. Para s P R_q , chamado segredo, define-se a distribuic¸a˜o RLWE
As,ψ como sendo aquela que produz amostras da forma pa, b  as  e mod qR_q P RqT,
em que a e´ distribu´ıdo uniformemente em Rq e o erro e e´ aleatoriamente selecionado por
ψ. Sejam s tomado pela distribuic¸a˜o uniforme sobre R_q e ψ escolhido aleatoriamente em
uma famı´lia de distribuic¸o˜es sobre KR. O problema de busca RLWE consiste em encontrar
s dado um conjunto com muitas amostras independentes geradas por As,ψ. Por sua vez, o
problema de decisa˜o RLWE consiste em distinguir entre amostras independentes geradas
por As,ψ e o mesmo nu´mero de amostras independentes geradas pela distribuic¸a˜o uniforme
em Rq  T.
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O RLWE, introduzido em [LPR10], enquadra-se na categoria de problemas uti-
lizados em criptografia baseada em reticulados porque o mergulho de Minkowski permite
dar uma interpretac¸a˜o geome´trica a estruturas alge´bricas relacionadas a K. Sua princi-
pal vantagem em relac¸a˜o ao LWE e´ a eficieˆncia. A dificuldade de resolver os problemas
RLWE esta´ associada com a dificuldade de resolver por meio quaˆntico os problemas SVPγ
e BDDγ [LPR10, PRSD17].
A versa˜o definida anteriormente pode ser chamada tambe´m de RLWE dual,
ja´ que o segredo s e´ tomado em R_q . Ha´ ainda a versa˜o RLWE na˜o dual, em que se
toma s P Rq. Os problemas de busca RLWE na˜o dual e de decisa˜o RLWE na˜o dual sa˜o
definidos de forma ana´loga aos problemas de busca e decisa˜o RLWE (dual). Apesar da
diferenc¸a, as verso˜es dual e na˜o dual do RLWE podem ser reduzidas uma a` outra por
meio de uma mudanc¸a na distribuic¸a˜o de erro. Pore´m, essa mudanc¸a pode causar uma
distorc¸a˜o na distribuic¸a˜o de erro (em particular, uma distribuic¸a˜o gaussiana esfe´rica pode
se transformar numa gaussiana el´ıptica) [CLS17].
Uma distribuic¸a˜o ψ comumente utilizada nos problemas RLWE e´ a distribuic¸a˜o
gaussiana discreta. Considerando r ¡ 0 um nu´mero real, Γ um reticulado de posto com-
pleto em Rn e ρrpxq  exp
 }x}2{r2 (chamada func¸a˜o gaussiana), para todo x P Γ,




Neste caso, utiliza-se ψ  DσpR_q,r para o RLWE dual e ψ  DσpRq,r para o RLWE na˜o
dual, em que σ denota o mergulho de Minkowski associado a K.
Observac¸a˜o 5.3.1. As definic¸o˜es dos problemas RLWE dual e na˜o dual feitas acima
levaram em considerac¸a˜o distribuic¸o˜es ψ cont´ınuas sobre KR. No entanto, como impl´ıcito
no para´grafo anterior, e´ comum utilizar distribuic¸o˜es discretas, tais como DΓ,r. Notemos
que sempre e´ poss´ıvel transformar uma amostra pa, bq P RqT em uma amostra pa, rbsq P
Rq R_q (ou Rq Rq), com r.s denotando a func¸a˜o de arredondamento.
Ha´ uma versa˜o simplificada (e distinta) dos problemas RLWE que utiliza ane´is
de polinoˆmios ao inve´s de ane´is de inteiros de corpos de nu´meros, a qual e´ conhecida como
PLWE (ou poly-LWE):
Polinomial-LWE (PLWE). Sejam fpxq P Zrxs um polinoˆmio moˆnico e irredut´ıvel
de grau n, q um nu´mero primo tal que fpxq se fatora completamente mo´dulo q, P 
Zrxs{xfpxqy, Pq  P {qP  Zqrxs{xfpxqy e σ ¡ 0 um nu´mero real. Consideremos ψ uma
distribuic¸a˜o definida sobre P . Seja spxq P Pq, chamado segredo. A distribuic¸a˜o PLWE
As,ψ consiste de amostras da forma papxq, bpxq  apxqspxq   epxqq P Pq  Pq, em que
apxq e´ escolhido uniformemente em Pq e epxq e´ aleatoriamente selecionado por ψ em
Pq. O problema de busca PLWE consiste em descobrir spxq a partir de va´rias amostras
independentes tomadas em As,ψ. Por sua vez, o problema de decisa˜o PLWE consiste em
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distinguir amostras independentes papxq, bpxq  apxqspxq   epxqq P Pq  Pq geradas por
As,ψ daquelas geradas pela distribuic¸a˜o uniforme.
Apesar de ser uma versa˜o simplificada do RLWE, o PLWE foi inicialmente
definido de forma expl´ıcita em [BV11]. O problema PLWE na˜o e´ mais dif´ıcil de ser resol-
vido do que o problema RLWE. A diferenc¸a essencial do PLWE para o RLWE consiste
no mergulho geome´trico utilizado para a obtenc¸a˜o do erro e. Enquanto no RLWE usa-se
o mergulho de Minkowski, no PLWE usa-se o chamado mergulho por coeficientes, que
associa os coeficientes de um polinoˆmio de grau n 1 a n-uplas no espac¸o n-dimensional
da seguinte forma:
a0   a1x  . . .  an1xn1 ÞÝÑ pa0, a1, . . . , an1q. (5.2)
Tem sido proposta ainda a utilizac¸a˜o de uma versa˜o h´ıbrida dos problemas
LWE e RLWE conhecida como mo´dulo-LWE (MLWE), cuja reduc¸a˜o de seguranc¸a para
problemas SIVPγ sobre uma classe particular de reticulados foi apresentada em [LS15].
5.4 RLWE atrave´s do mergulho torcido
Nesta sec¸a˜o, vamos introduzir uma variac¸a˜o dos problemas RLWE e PLWE
que, ao inve´s de utilizar o mergulho de Minkowski ou o mergulho por coeficientes, utiliza
o mergulho torcido. Provaremos que o novo problema proposto nesta sec¸a˜o e´ ao menos ta˜o
seguro quanto o problema RLWE. Ao longo de toda esta sec¸a˜o, consideremos K um corpo
de nu´meros e α um elemento totalmente positivo em OK. Denotemos por σα o mergulho
torcido associado a K e ao elemento totalmente positivo α, introduzido na Definic¸a˜o 1.7.2
do Cap´ıtulo 1, e por σ o mergulho de Minkowski.
Na definic¸a˜o das distribuic¸o˜es RLWE dual e na˜o dual, o erro e e´ obtido ale-
atoriamente por uma distribuic¸a˜o ψ sobre KR. Como σpKRq  Rn (estendendo σ por
linearidade a KR), podemos considerar o erro e como sendo a imagem inversa de um
elemento aleatoriamente selecionado em Rn segundo alguma distribuic¸a˜o ψ (como, por
exemplo, a distribuic¸a˜o gaussiana discreta) pelo mergulho de Minkowski, isto e´,
e  σ1pe˜q, com e˜ ψÐÝ Rn. (5.3)
Como σαpKRq  Rn, segue que podemos trocar σ por σα, obtendo
e  σ1α pe˜q, com e˜ ψαÐÝ Rn. (5.4)
Observac¸a˜o 5.4.1. Se K e´ um corpo de nu´meros totalmente real de grau n, a func¸a˜o




quando o mergulho utilizado e´
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Denotemos por ψα a distribuic¸a˜o associada ao mergulho torcido σα, conforme
expl´ıcito em (5.4). Assim, definimos a distribuic¸a˜o α-RLWE como sendo aquela que pro-
duz amostras da forma pa, b  as e mod R_q q P RqT, em que a e´ tomado uniformemente
em Rq e o erro e e´ aleatoriamente selecionado por ψα. Analogamente ao RLWE, o pro-
blema de busca α-RLWE consiste em encontrar o segredo s a partir de va´rias amostras
independentes geradas pela distribuic¸a˜o α-RLWE com paraˆmetros α, s e ψα fixados. Por
sua vez, o problema de decisa˜o α-RLWE busca distinguir entre amostras independentes
geradas pela distribuic¸a˜o α-RLWE daquelas que sa˜o geradas pela distribuic¸a˜o uniforme
sobre Rq  T.
A seguir vamos provar que o problema de busca α-RLWE e´ no mı´nimo ta˜o
seguro quanto o problema de busca RLWE. No contexto da teoria de complexidade com-
putacional, um problema A e´ redut´ıvel ao problema B quando um algoritmo capaz de
resolver o problema B possui uma sub-rotina que e´ capaz de resolver o problema A. Isso
e´ denotado por A ¤ B. Portanto, dizer que A ¤ B significa que o problema B e´ no
mı´nimo ta˜o dif´ıcil de ser resolvido quanto o problema A. O resultado abaixo e´ fruto de
um trabalho conjunto e esta´ dispon´ıvel em [OdAD 18a]:
Teorema 5.4.1. Seja α um elemento totalmente positivo em K. O problema de busca
RLWE e´ redut´ıvel ao problema de busca α-RLWE.
Demonstrac¸a˜o. Vamos mostrar que, se existe um algoritmo que resolve o problema de
busca α-RLWE em tempo polinomial, ele tambe´m resolve o problema de busca RLWE.
Sejam um segredo s P R_q , uma distribuic¸a˜o de erros ψ e um conjunto de amostras
independentes geradas pela distribuic¸a˜o RLWE As,ψ dado por
pai, bi  ais  ei mod qR_q, i P I, (5.5)
onde ei  σ1pe˜iq, e˜i Ð ψ e I e´ um conjunto finito de ı´ndices. Tomando o menor inteiro
positivo representante de ai e bi em R{qR, podemos reescrever as amostras em (5.5) como
pai, bi  ais  σ1pe˜iqq, i P I. (5.6)
Aplicando o mergulho de Minkowski σ ao conjunto de amostras em (5.6), obtemos
pσpaiq, σpaiqσpsq   e˜iq, i P I. (5.7)
Aplicando a transformac¸a˜o linear tα, definida em (1.51), obtemos
pptα  σqpaiq, ptα  σqpaiqσpsq   tαpe˜iqq , i P I. (5.8)
De (1.52) segue que essas amostras podem ser escritas como
pσαpaiq, σαpaiqσpsq   tαpe˜iqq , i P I, (5.9)
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e, aplicando σ1α ,  
ai, aipσ1α  σqpsq   σ1α ptαpe˜iqq

, i P I. (5.10)
Supondo que existe um algoritmo que resolve o problema α-RLWE, este pode ser utilizado
para encontrar s˜  pσ1α  σqpsq a partir das amostras em (5.10), ja´ que o erro acima
foi gerado como imagem inversa por σ1α . Assim, podemos obter s aplicando σα e σ1
sucessivamente a s˜, isto e´,
s  pσ1  σαqps˜q. (5.11)
Portanto, tendo um algoritmo que resolve α-RLWE e´ poss´ıvel descobrir o segredo s asso-
ciado a`s amostras em (5.5). Isso soluciona o problema de busca RLWE.
Em [OdAD 18a] e´ demonstrado tambe´m que o problema de decisa˜o RLWE e´
redut´ıvel ao problema de decisa˜o α-RLWE e e´ dada uma aplicac¸a˜o do conceito de α-RLWE
utilizando reticulados Zn.
5.5 Fragilidades do RLWE
Apesar de existirem teoremas que garantem a dificuldade de resolver os pro-
blemas LWE, RLWE, PLWE, SIS e RSIS, ha´ certas instaˆncias, ou seja, escolhas de
paraˆmetros, que podem produzir esquemas criptogra´ficos inseguros e ra´pidos de serem
quebrados. Os problemas RLWE e PLWE foram propostos como uma alternativa ao
problema LWE com a justificativa de serem mais eficientes. No entanto, as estruturas
alge´bricas que da˜o essa eficieˆncia podem tambe´m deixa´-los mais suscet´ıveis a ataques.
Nesta sec¸a˜o, trazemos um compacto resumo sobre os ataques que teˆm sido feitos contra o
RLWE recentemente, visando perspectivas futuras em nosso trabalho conjunto sobre este
to´pico.
Lembremos que o problema RLWE (dual ou na˜o dual) depende de um corpo de
nu´meros K de grau n, de uma distribuic¸a˜o de erros ψ e de um mo´dulo q. Na˜o se ha´ muito
estudo sobre quais paraˆmetros devem ser recomendados para fins pra´ticos. Geralmente se
utiliza o mo´dulo q como sendo um nu´mero primo que se decompo˜e totalmente em K e
a distribuic¸a˜o ψ como sendo a gaussiana discreta. Em [LP11] se recomenda a utilizac¸a˜o
de um mo´dulo q que seja suficiente grande em relac¸a˜o a n de modo que a distribuic¸a˜o
gaussiana discreta se aproxime da distribuic¸a˜o gaussiana cont´ınua com mesmo desvio
padra˜o. E´ comum ainda utilizar-se K como sendo um corpo ciclotoˆmico da forma Qpζ2kq
ou Qpζpq (p primo). No entanto, em [BCLvV16] e´ sugerido, no contexto do NTRU, a
substituic¸a˜o desses corpos por outros que na˜o sejam galoisianos, pois o autor pondera que
os ciclotoˆmicos sa˜o mais sujeitos a ataques. Como alternativa, em [BCLvV16] e´ proposta
a utilizac¸a˜o de corpos de nu´meros K  Qrxs{xxp  x  1y, com p primo, que na˜o sa˜o
galoisianos e teˆm o maior grupo de Galois poss´ıvel, o grupo de permutac¸o˜es Sp.
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Alguns artigos ja´ teˆm mencionado algumas instaˆncias ligadas a` escolha de
paraˆmetros do RLWE que sa˜o fra´geis, ou seja, quebra´veis em tempo curto. Em [EHL14] e´
mostrado que as instaˆncias do problema RLWE com paraˆmetros satisfazendo os seis itens
a seguir sa˜o quebra´veis, considerando K  Qpβq um corpo de nu´meros de grau n, fpxq o
polinoˆmio minimal de β e q um nu´mero inteiro positivo:
1. O ideal qOK se decompo˜e completamente e q na˜o divide rOK : Zrβss.
2. A extensa˜o de corpos K{Q e´ galoisiana.
3. O corpo de nu´meros K e´ monogeˆnico, isto e´, existe α P OK tal que OK  Zrαs, e
f 1pαq mod q pequeno.
4. A transformac¸a˜o entre o mergulho de Minkowski de K e a representac¸a˜o da base de
poteˆncias de K e´ representada por uma matriz ortogonal.
5. fp1q  0 mod q
6. O mo´dulo q e´ suficientemente grande em relac¸a˜o a n.
Os itens 1 e 2 garantem que o problema de busca RLWE pode ser reduzido para
o problema de decisa˜o, os itens 3 e 4 transformam o RLWE em um problema PLWE e os
itens 5 e 6 atacam o PLWE. Assim, e´ poss´ıvel quebrar uma instaˆncia do problema RLWE
nas condic¸o˜es acima ao transferi-la para uma instaˆncia do problema PLWE ataca´vel. A
reduc¸a˜o do problema RLWE para o PLWE deve-se principalmente a` ocorreˆncia do item 3,
que garante que o anel de inteiros do corpo de nu´meros K pode ser visto como Zrxs{xgpxqy,
em que gpxq e´ o polinoˆmio minimal de α. Em [ELOS15] e´ proposto um ataque ao RLWE
nas mesmas condic¸o˜es acima, mas suprimindo o item 4, o qual funciona com alta proba-
bilidade. Ale´m disso, corpos de nu´meros da forma Qrxs{xxn q1y (q primo satisfazendo
fp1q  0 mod q) sa˜o apresentados em [ELOS15] como uma famı´lia de corpos de nu´meros
que produzem instaˆncias do RLWE provavelmente fracas. Em [ELOS15] tambe´m e´ mos-
trado que os corpos ciclotoˆmicos sa˜o imunes ao ataque proposto.
Em [CLS17] e´ proposto outro ataque ao problema RLWE, o qual depende da
existeˆncia de um homomorfismo ρ : OK ÝÑ F, em que K e´ um corpo de nu´meros e F e´ um
corpo finito pequeno. Se ρ existe, enta˜o o problema de decisa˜o RLWE pode ser resolvido em
quatro passos com complexidade Opnq2q [CLS17, Sec¸a˜o 2.8]. Em especial, o ataque ocorre
se o mo´dulo q e´ um nu´mero primo com grau residual igual a 2 abaixo de um ideal primo
Q no corpo de nu´meros K e a aplicac¸a˜o ρ : OK{pqq ÝÑ OK{Q satisfaz a condic¸a˜o de que a
probabilidade de ρpeq pertencer ao subcorpo Fq de Fq2 e´ computacionalmente distingu´ıvel
de 1{q, em que e P OK{pqq e´ amostrado pela distribuic¸a˜o RLWE discreta. Na Tabela 1
de [CLS17] sa˜o apresentados exemplos de instaˆncias RLWE que sofrem esse ataque em
tempo curto. Por exemplo, se n  144 e q  953, o problema e´ quebrado em menos de
115 minutos. Tambe´m em [CLS17] e´ apresentada uma famı´lia infinita de instaˆncias RLWE
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que sa˜o vulnera´veis a ataques. Essas instaˆncias consideram K{Q uma extensa˜o galoisiana,
p ¡ 2 um nu´mero primo, d ¡ 1 um nu´mero inteiro livre de quadrados coprimo com p
satisfazendo d  2, 3 pmod 4q e q ¡ 2 um nu´mero primo tal que q  1 pmod pq e inerte
em Qp
?
dq. Pore´m, e´ provado que corpos ciclotoˆmicos da forma Qpζ2kq com um mo´dulo q
na˜o ramificado sa˜o seguros contra esses ataques, apesar do problema RLWE na˜o dual ser




As unidades do anel de inteiros de um corpo de nu´meros formam um subgrupo
multiplicativo desse anel. Segundo o Teorema das Unidades de Dirichlet, esse subgrupo
possui um conjunto de geradores. Utilizando os Q-monomorfismos do corpo e a func¸a˜o
logar´ıtmica, e´ poss´ıvel definir o mergulho logar´ıtmico e obter o reticulado logar´ıtmico, que
e´ a imagem do subgrupo das unidades do anel de inteiros por esse mergulho. Tal reticu-
lado na˜o tem posto completo no espac¸o euclidiano de dimensa˜o igual ao grau do corpo,
mas esta´ contido num determinado subespac¸o. Os reticulados logar´ıtmicos teˆm sido estu-
dados visando aplicac¸o˜es tanto em co´digos quanto em criptografia. Em [CLB16, CLB18]
e´ poss´ıvel ver a dependeˆncia da capacidade de canais de desvanecimento em bloco com o
raio de cobertura do reticulado logar´ıtmico. Em [CDPR16] e´ mostrado que o reticulado
logar´ıtmico e´ eficientemente decodifica´vel quando o corpo e´ ciclotoˆmico de ordem igual a
uma poteˆncia de primo, o que pode ser utilizado para atacar problemas em criptografia
baseados no Problema do Ideal Principal. Tambe´m em [CDPR16] e´ dado um limitante
superior para o raio de cobertura na norma infinito do reticulado logar´ıtmico associado
a corpos ciclotoˆmicos de ordem igual a uma poteˆncia de primo, com alta probabilidade.
Generalizando esse trabalho, daremos uma cota superior determinada para o reticulado
logar´ıtmico de qualquer corpo ciclotoˆmico. O ca´lculo desse limitante e´ o assunto cen-
tral da Sec¸a˜o 6.3, onde tambe´m apresentamos a realizac¸a˜o do reticulado hexagonal como
reticulado logar´ıtmico associado ao corpo ciclotoˆmico Qpζ7q. Antes, na Sec¸a˜o 6.1, defini-
mos os conceitos de unidade, mergulho logar´ıtmico, regulador e reticulado logar´ıtmico e
enunciamos o Teorema das Unidades de Dirichlet. Na Sec¸a˜o 6.2, enunciamos resultados
sobre unidades associadas a corpos ciclotoˆmicos. As principais refereˆncias bibliogra´ficas
utilizadas aqui sa˜o os artigos mencionados acima e tambe´m [ST02, Was95].
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6.1 O Teorema das Unidades de Dirichlet e o reticu-
lado logar´ıtmico
Se R e´ um anel comutativo com elemento neutro multiplicativo 1, diz-se que
um elemento u P R e´ uma unidade (ou um elemento invert´ıvel) em R se existe u1 P R,
chamado inverso de u, tal que uu1  1. E´ um simples fato alge´brico que um ideal I de
R possui uma unidade se, e somente se, I  R. O conjunto de todas as unidades em R,
denotado por R, constitui um grupo multiplicativo chamado grupo das unidades de R.
Considerando R  OK o anel de inteiros de um corpo de nu´meros K de grau n, o grupo
das unidades desse anel e´ formado por todos os elementos u P OK tais que |NKpuq|  1
[Sam70, Sec¸a˜o 4.4, Proposic¸a˜o 1].
Exemplo 6.1.1. [ST02, Proposic¸a˜o 4.2] Seja K  Qp
?
dq um corpo quadra´tico, em que
d e´ negativo e livre de quadrados. Assim, o grupo das unidades do anel de inteiros de K
e´:
• OK  t1,iu, se d  1, em que i 
?1.
• OK  t1,ω,ω2u, se d  3, em que ω  e2pii{3.
• OK  t1u, se d   0, d  1 e d  3.
Daqui em diante nesta sec¸a˜o, seja K um corpo de nu´meros com assinatura
pr1, r2q e anel de inteiros OK. Denotemos por σ1, . . . , σr1 os monomorfismos reais e por
σr1 1, . . . , σr1 r2 os monomorfismos complexos na˜o conjugados entre si associados a K.
Definic¸a˜o 6.1.1. A func¸a˜o Log : K ÝÑ Rr1 r2 definida por
Logpxq  plog |σ1pxq|, . . . , log |σr1pxq|, log |σr1 1pxq|, . . . , log |σr1 r2pxq|q , (6.1)
para todo x P K, e´ chamada mergulho logar´ıtmico de K, em que log denota a func¸a˜o
logar´ıtmica com base 10 em R.1
O mergulho logar´ıtmico e´ um homomorfismo entre os grupos pK, .q e
pRr1 r2 , q, pois vale a propriedade
Logpxyq  Logpxq   Logpyq, @x, y P OK. (6.2)
A restric¸a˜o do homomorfismo Log ao grupo das unidades do anel de inteiros de K,
Log : OK ÝÑ Rr1 r2 , (6.3)
tem nu´cleo W igual ao conjunto das ra´ızes da unidade pertencentes a OK. Assim, W
constitui um grupo c´ıclico multiplicativo finito de ordem par [ST02, Lema B.1]. Ale´m
disso, a imagem LogpOKq e´ um reticulado em Rr1 r2 .
1 Se y e´ um nu´mero complexo, a notac¸a˜o |y| se refere a` norma complexa de y, isto e´, |y| a
<pyq2   =pyq2.
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Definic¸a˜o 6.1.2. O reticulado LogpOKq  Rr1 r2 e´ chamado de reticulado logar´ıtmico
associado a K.
O pro´ximo resultado e´ o teorema que da´ nome a esta sec¸a˜o e que caracte-
riza o grupo das unidades do anel de inteiros de um corpo de nu´meros em func¸a˜o de
algumas “unidades ba´sicas”, determinando, consequentemente, o posto do seu reticulado
logar´ıtmico. A demonstrac¸a˜o deste teorema pode ser encontrada em [Sam70, Sec¸a˜o 4.4,
Teorema 1] e [ST02, Teorema B.6].
Teorema 6.1.1 (Teorema das Unidades de Dirichlet). Seja K um corpo de nu´meros com
assinatura pr1, r2q. Denotemos por W o grupo das ra´ızes da unidade contidas em K e
consideremos r  r1   r2  1. Assim, o grupo aditivo LogpOKq e´ isomorfo a Zr, ou seja,
o grupo das unidades de K e´ isomorfo a W  Zr.
Uma consequeˆncia imediata do Teorema 6.1.1 indica que em cada corpo de
nu´meros K com assinatura pr1, r2q existem r  r1   r2  1 unidades ui, 1 ¤ i ¤ r, tais
que toda unidade u P OK pode ser escrita de modo u´nico como
u  wue11 ue22 . . . uerr , w P W, ei P Z p1 ¤ i ¤ rq. (6.4)
As unidades ui, 1 ¤ i ¤ r, sa˜o chamadas de unidades fundamentais de K.
Definic¸a˜o 6.1.3. Se u1, . . . , ur constitui um sistema de unidades fundamentais de K, o
valor absoluto do determinante da matriz plogpσipujqqqrr e´ chamado de regulador de K.
O Teorema 6.1.1 tambe´m garante que o reticulado logar´ıtmico Λ  LogpOKq
tem posto r  r1   r2  1 em Rr1 r2 . Ale´m disso, e´ poss´ıvel ver que Λ esta´ contido no
subespac¸o de Rr1 r2 que e´ ortogonal ao vetor unita´rio p1, 1, . . . , 1q, e Λ e´ de posto completo
nesse subespac¸o. O Exemplo 6.1.4 pode servir como dica para a demonstrac¸a˜o desse fato.
Exemplo 6.1.2. Seja K um corpo quadra´tico imagina´rio, ou seja, com assinatura p0, 1q.
Segundo o Teorema 6.1.1, o grupo das unidades de K e´ isomorfo ao conjunto das ra´ızes
da unidade de K, ja´ que r  r1   r2  1  0. Isso justifica o fato de que, no Exemplo
6.1.1, as unidades constituem um conjunto finito em cada um dos casos considerados.
Exemplo 6.1.3. Consideremos o corpo quadra´tico real K  Qp
?
3q, o qual tem assinatura
p2, 0q e anel de inteiros Zr
?
3s, uma vez que 3  1 pmod 4q. O grupo das unidades de K
e´ isomorfo a Z2  Z, ja´ que r  r1   r2  1  1 e W  t1u, pois K e´ totalmente real
e a imagem das ra´ızes da unidade pelo mergulho de Minkowski esta´ contida no c´ırculo
unita´rio. E´ poss´ıvel provar que 2  
?
3 e´ uma unidade fundamental de K [Sam70, Sec¸a˜o
4.6]. Assim, a  b
?




3qe, e P Z, ou ainda
1  NKpa  b
?




3q  a2  3b2. (6.5)
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, e P Z.
(6.6)
O reticulado LogpOKq de dimensa˜o r  1 em R2 esta´ representado na Figura 7. O regu-









Exemplo 6.1.4. Em geral, se K  Qp
?
dq, d ¡ 1, e´ um corpo quadra´tico real, enta˜o
OK  Z2Z e a imagem do reticulado logar´ıtmico LogpOKq e´ isomorfa a Z em R2. Espe-
cificamente, LogpOKq esta´ contido no subespac¸o de R2 que e´ ortogonal ao vetor unita´rio
p1, 1q. De fato, se u1 e´ uma unidade fundamental de K enta˜o, para qualquer e P Z,
Logpueq  e  plogp|σ1puq|q, log |σ2puq|q , (6.7)
e o vetor a` direita satisfaz
xplogp|σ1puq|q, log |σ2puq|q ; p1, 1qy  log |σ1puqσ2puq|  log |NKpuq|  log 1  0. (6.8)













7. Um algoritmo para obter as unidades fundamentais
de K  Qp
?
dq, d ¡ 1, e´ apresentado em [Sam70, Sec¸a˜o 4.6].
6.2 Unidades em corpos ciclotoˆmicos
Em geral, na˜o e´ fa´cil explicitar o grupo das unidades de um corpo de nu´meros.
Nesta sec¸a˜o vamos apresentar sintetizadamente alguns resultados cla´ssicos que envolvem
unidades em corpos ciclotoˆmicos Qpζnq. Uma discussa˜o mais completa sobre o assunto
pode ser encontrada em [Was95], especialmente nos cap´ıtulos 1, 4 e 8.
Primeiramente, consideremos o corpo ciclotoˆmico Qpζpq, com p primo. Um
subconjunto das unidades desse corpo e´ formado pelos nu´meros pζrp1q{pζsp1q, sendo r e
Cap´ıtulo 6. Reticulado logar´ıtmico 109
s nu´meros inteiros tais que mdcpp, rsq  1 [Was95, Lema 1.3]. Ha´ uma interessante relac¸a˜o
entre as unidades desse corpo e as unidades do seu subcorpo maximal real: se u e´ uma
unidade em Zrζps, o anel de inteiros de Qrζps, enta˜o existe uma unidade u1 P Qpζp   ζ1p q
tal que u  ζrpu1, para algum r P Z [Was95, Proposic¸a˜o 1.5].
Em geral, podemos considerar o corpo ciclotoˆmico K  Qpζnq para qualquer
nu´mero inteiro positivo n. Neste caso, se W denota o grupo das ra´ızes da unidade de K e
se K  denota o subcorpo maximal real Qpζn  ζ1n q, enta˜o o ı´ndice rOK : WOK s e´ igual a
1, se n e´ poteˆncia de um nu´mero primo, ou igual a 2, se n e´ divis´ıvel por pelo menos dois
nu´meros primos distintos [Was95, Corola´rio 4.13]. Tal qual acima, este u´ltimo fato nos
mostra que conhecer as unidades reais de um corpo ciclotoˆmico e´ quase suficiente para
conhecer todas as outras.
A seguir vamos definir o subgrupo das unidades ciclotoˆmicas de K  Qpζnq,
que na˜o deve ser confundido com OK. Consideremos o subgrupo multiplicativo de K
dado por
Vn  xζn, 1 ζen : 1   e   ny . (6.9)
Definic¸a˜o 6.2.1. O grupo Cn  Vn X OK e´ chamado de subgrupo das unidades ci-
clotoˆmicas de K  Qpζnq.
Observac¸a˜o 6.2.1. Em geral, podemos definir o subgrupo das unidades ciclotoˆmicas de
qualquer corpo de nu´meros abeliano L como sendo CL  OLXCn, sendo n o condutor de
L. Particularmente essa definic¸a˜o vale para o subcorpo maximal real L  Qpζn   ζ1n q.
Se n  pm para algum nu´mero primo p e m ¥ 1, enta˜o o subgrupo das unidades
ciclotoˆmicas CL de L  Qpζn  ζ1n q tem ı´ndice finito em OL [Was95, Teorema 8.2], o que
significa que o reticulado LogpCLq e´ um sub-reticulado do reticulado logar´ıtmico LogpOLq
de mesmo posto. O resultado a seguir nos da´ um conjunto de geradores do subgrupo das
unidades ciclotoˆmicas de L e de Qpζnq:
Proposic¸a˜o 6.2.1 ([Was95], Lema 8.1). Sejam n  pm, com p primo e m ¥ 1, K  Qpζnq




1 ζn , 1   a   n{2, mdcpa, pq  1. (6.10)
Por sua vez, as unidades ciclotoˆmicas de K sa˜o geradas por ζn e por CL.
Se n na˜o e´ uma poteˆncia de primo, e´ preciso tomar mais cuidado, ja´ que nesse
caso nem toda unidade ciclotoˆmica e´ produto de ra´ızes da unidade por nu´meros da forma
p1  ζrnq{p1  ζnq, conforme comentado na observac¸a˜o apo´s o Lema 8.1 de [Was95]. A
proposic¸a˜o a seguir trata desse caso geral e nos apresenta um outro subgrupo contido no
subgrupo das unidades ciclotoˆmicas que tem ı´ndice finito:
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Proposic¸a˜o 6.2.2 ([Was95], Teorema 8.3). Sejam n  pe11 . . . pess , com pi primos distintos
e ei ¥ 1 (1 ¤ i ¤ s)2, K  Qpζnq e L  Qpζn   ζ1n q. Para cada conjunto I pertencente a
Γ  tI  t1, . . . , suu, seja nI 
¹
iPI
peii . Se a e´ um nu´mero inteiro tal que 1   a   n{2 e














formam um conjunto de unidades multiplicativamente independentes de L. Ale´m disso, o
subgrupo
C  x1, ξa : 1   a   n{2, mdcpa, nq  1y , (6.12)
tem ı´ndice na˜o nulo em OL.
Observac¸a˜o 6.2.2. O fato mencionado na Proposic¸a˜o 6.2.2 de que o ı´ndice de C em OL
e´ na˜o nulo indica que LogpCq e´ um sub-reticulado de LogpOLq de mesmo posto.
6.3 Raio de cobertura do reticulado logar´ıtmico em
corpos ciclotoˆmicos
Nesta sec¸a˜o, apresentamos um limitante superior para o raio de cobertura do
reticulado logar´ıtmico obtido via corpos ciclotoˆmicos Qpζnq, para qualquer n P Z. Em
[CDPR16, Corola´rio 6.4] e´ mostrado que, com alta probabilidade, o raio de cobertura
na norma infinito do reticulado logar´ıtmico associado ao corpo Qpζnq e´ da ordem dea
n logpnq, em que n e´ uma poteˆncia de primo. Aqui, nosso objetivo e´ demonstrar o
teorema a seguir:
Teorema 6.3.1. Seja K  Qpζnq, com n um inteiro qualquer3. O raio de cobertura
µpLogpOKqq associado ao corpo K satisfaz
µpLogpOKqq ¤ Kp2s  1qn (6.13)
em que K e´ uma constante positiva independente de n e s e´ o nu´mero de primos distintos
presentes na fatorac¸a˜o de n.
Em comparac¸a˜o com [CDPR16, Corola´rio 6.4] vemos que o Teorema 6.3.1, ale´m
de valer para qualquer n (na˜o so´ poteˆncia de primo, ou seja, na˜o so´ para s  1), tambe´m
retira a condic¸a˜o de alta probabilidade (e´ emp´ırico). Se n  pe, para algum nu´mero primo
p e um nu´mero inteiro e ¥ 1, o raio de cobertura na norma infinito apresentada no artigo
mencionado e´ da ordem de
a
nlogpnq. Como }px1, . . . , xmq} ¤
?
m}px1, . . . , xmq}8, segue
que esse raio de cobertura na norma euclidiana e´ da ordem de
a
ϕpnqn logpnq, enquanto
2 Notemos que e´ poss´ıvel considerar n  2 pmod 4q, uma vez que Qpζnq  Qpζ2nq.
3 Podemos supor n  2 pmod 4q por motivo semelhante ao ja´ comentado na Sec¸a˜o 6.2.
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o limitante do Teorema 6.3.1 e´ da ordem de n. Notemos que, a` medida que p cresce, o
limitante n e´ melhor do que o limitante
a
ϕpnqn logpnq. De fato,






logppq ¡ 1 (6.14)
e a u´ltima desigualdade ocorre quando p ÝÑ 8 (com e  1 a desigualdade passa a valer
a partir de p  13). Nesse caso, (6.14) garante que ϕpnq logpnq ¡ n, donde segue quea
ϕpnqn logpnq ¡ n. Portanto, o limitante provado no Teorema 6.3.1 e´ melhor do que o
obtido em [CDPR16] a` medida que p cresce.
Para provar o Teorema 6.3.1 precisamos de alguns lemas que enunciamos e
demonstramos a seguir. No resto desta sec¸a˜o, seja K  Qpζnq, em que n  pe11 . . . pess
(n  2 pmod 4q), com pi primos distintos e ei ¥ 1 (1 ¤ i ¤ s). Consideremos ainda
Γ  tI  t1, . . . , suu.













onde K1 e´ uma constante positiva independente de m.
Demonstrac¸a˜o. 4 Consideremos a func¸a˜o f : r0, 1{2s ÝÑ R dada por fpxq 
log2p2senppixqq. Se x P r1{6, 1{2s, como sen e´ uma func¸a˜o crescente nesse intervalo, enta˜o
1  2senppi{6q ¤ 2senppixq ¤ 2senppi{2q  2, (6.16)
donde segue que
x P r1{6, 1{2s ùñ 0 ¤ fpxq ¤ log2p2q   logp2q. (6.17)
Por sua vez, se x P r0, 1{6s, enta˜o 2x ¤ senppixq (basta observar o gra´fico dessas duas
func¸o˜es para verificar a desigualdade) e, como log e´ uma func¸a˜o crescente, segue que
x P r0, 1{6s ùñ logp2xq   logpsenppixqq   0 ùñ fpxq   log2p2xq. (6.18)



















conclu´ımos, de (6.17), que a segunda parcela e´ limitada superiormente por logp2q e, de










4 A demonstrac¸a˜o deste lema esta´ contida na demonstrac¸a˜o do Lema 6.7 de [CDPR16].










































¤ K˜m  logp2q ¤ mpK˜   logp2qq  K1m (6.22)
como quer´ıamos demonstrar.
Lema 6.3.2. Seja a um nu´mero inteiro tal que 1 ¤ a   n{2 e mdcpa, nq  1. Se I P Γ,
enta˜o Log ζanI2n  ζ anI2n 	 ¤ K2?n (6.23)
em que K2 e´ uma constante independente de n.
Demonstrac¸a˜o. Sejam σ1, . . . , σϕpnq{2 os monomorfismos de K tais que σi  σj, para 1 ¤






























ζ aknI2n  ζ aknI2n
 ,
(6.24)
onde G  tk P Z : 1 ¤ k   n{2, gcdpk, nq  1u  Zn{ t1u  GalpL{Qq, sendo











































ja´ que tka : k P Gu  tk : k P Gu. Como mI ¡ 1, segue que G 
!


































































 ¤ K1mI . (6.28)
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 ¤ K1mI (6.29)
(na penu´ltima desigualdade foi utilizada uma mudanc¸a de varia´vel). Analogamente, como



























 ¤ K1mI .
(6.30)




























 ¤ K1mI . (6.31)

























4K1mI ¤ 5K1n  K2n (6.32)
em que K2  5K1 e´ uma constante positiva independente n.
A seguir, consideremos o subgrupo C  OL definido na Proposic¸a˜o 6.2.2 e o
grupo de Galois G  tk P Z : 1 ¤ k   n{2, mdcpk, nq  1u  Zn{t1u  GalpL{Qq.
No pro´ximo lema vamos calcular a ordem da norma euclidiana do mergulho logar´ıtmico
aplicado aos elementos geradores de C:
Lema 6.3.3. Para cada a P Gzt1u, vale
}Logpξaq}  K3p2s  1q
?
n (6.33)
em que ξa e´ o elemento definido na Proposic¸a˜o 6.2.2 e K3 e´ uma constante positiva
independente de n.





































Log ζanI2n  ζ anI2n 	 ¸
IPΓ
Log ζnI2n  ζ nI2n 	 . (6.35)
Segue do Lema 6.3.2 que
}Logpξaq} ¤ 2|Γ|K2
?
n  K3p2s  1q
?
n, (6.36)
onde K3  2K2 e´ uma constante positiva independente de n.
Enfim, o Teorema 6.3.1 pode ser demonstrado:
Prova do Teorema 6.3.1. Consideremos o sub-reticulado LogpCq  LogpOKq, onde C e´ o
subgrupo definido na Proposic¸a˜o 6.2.2. Notemos que tLogpbaq : a P Gzt1uu e´ uma base
de LogpCq. Assim, denotando por λipLq o i-e´simo mı´nimo sucessivo de um reticulado L,
o Lema 6.3.3 garante que existe uma constante positiva K3 independente de n tal que
λrpLogpCqq ¤ ||Logpbaq|| ¤ K3p2s  1q
?
n, (6.37)
para algum a P Gzt1u, ja´ que tLogpξaq : a P Gzt1uu tem r  ϕpnq{2  1 vetores li-
nearmente independentes e λrpLogpCqq e´ o menor ρ tal que LogpCq tem r vetores li-









s  1q?n  Knp2s  1q (6.38)
em que K  K3{2 ¡ 0. Portanto, como LogpCq e´ um sub-reticulado de LogpOKq, segue
que
µpLogpOKqqLogpCqq ¤ Kp2s  1qn, (6.39)
concluindo a prova.
Observac¸a˜o 6.3.1. Pelas demonstrac¸o˜es feitas nesta sec¸a˜o e´ poss´ıvel concluir que a





log2p2{3q  2 logp2{3q   2
  3.49. (6.40)
Exemplo 6.3.1. Consideremos o corpo ciclotoˆmico K  Qpζ7q, de grau 6, e o corpo maxi-
mal real L  Qpζ7 ζ17 q, de grau 6{2  3. A partir dos resultados da Sec¸a˜o 6.2 conclu´ımos
que o reticulado logar´ıtmico LogpOLq tem posto 2 em R3. Sua base e´ a imagem do mer-













Assim, a matriz geradora do reticulado LogpOLq e´ dada por
M 

log |2 cosppi{7q| log |2 cosp3pi{7q| log |2 cosp2pi{7q|
log |1  2 cosp2pi{7q| log |1  2 cosp6pi{7q| log |1  2 cosp4pi{7q|
ff
, (6.41)
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em que c  1, 0509.... Portanto, LogpOLq e´ equivalente ao reticulado hexagonal.
No Exemplo 6.3.1 obtemos a realizac¸a˜o do reticulado hexagonal como um
reticulado logar´ıtmico a partir das unidades do anel de inteiros do corpo ciclotoˆmico
Qpζ7q. O reticulado hexagonal e´ conhecido por ser a soluc¸a˜o do problema da cobertura
esfe´rica em dimensa˜o 2. O problema da cobertura esfe´rica foi descrito na Sec¸a˜o 1.2 e
consiste em minimizar o raio de cobertura µpΛq de um reticulado n-dimensional Λ com
determinante igual a 1. Em dimenso˜es n  3, 4, 5 sabe-se que a melhor cobertura obtida
via reticulados e´ realizada pelo reticulado An. O reticulado An tambe´m e´ o que produz
a melhor soluc¸a˜o conhecida ate´ o momento para o problema da cobertura esfe´rica nas
dimenso˜es de 6 a 21 (pore´m, na˜o e´ provado que na˜o ha´ outros reticulados com cobertura
melhor nessas dimenso˜es). Em dimensa˜o 24, o reticulado de Leech e´ a melhor soluc¸a˜o
conhecida ate´ o momento. Uma discussa˜o mais detalhada sobre esse assunto pode ser
encontrada em [CS98].
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Considerac¸o˜es finais e perspectivas futuras
Neste trabalho, apresentamos construc¸o˜es e propriedades de reticulados ob-
tidas por diferentes meios alge´bricos para diversas aplicac¸o˜es. Em suma, os cap´ıtulos
deste trabalho perpassaram a construc¸a˜o de verso˜es rotacionadas dos reticulados Dn e Zn
com diversidade ma´xima (para todo n) e o estudo de suas distaˆncias produto mı´nimas, o
ca´lculo da forma trac¸o TrKpx2q|OK para corpos de nu´meros c´ıclicos K de grau primo ı´mpar
ramificado, um estudo sobre reticulados alge´bricos bem arredondados, uma ana´lise sobre
os avanc¸os recentes em criptografia baseada em reticulados e o ca´lculo de um limitante
superior para o raio de cobertura do reticulado logar´ıtmico LogpOQpζnqq. A seguir relem-
bramos os to´picos delineados em cada cap´ıtulo e colocamos algumas perspectivas futuras
relacionadas a cada to´pico.
No Cap´ıtulo 1, somente definimos os principais conceitos e propriedades envol-
vendo reticulados e teoria alge´brica dos nu´meros. No Cap´ıtulo 2, resgatamos e constru´ımos
verso˜es de Dn e Zn com diversidade ma´xima, para todo n. No caso n ı´mpar, vimos que
o Z-mo´dulo utilizado para obter Zn e´ um ideal. Calculamos a distaˆncia produto mı´nima
desses reticulados quando a raza˜o u  σpxq{x e´ um inteiro alge´brico e um dos elementos
1 u e´ uma unidade. Ale´m disso, provamos resultados que consideram situac¸o˜es em que
essas hipo´teses sa˜o va´lidas. Para trabalhos posteriores temos interesse em pesquisar outras
condic¸o˜es e casos em que u e´ um inteiro alge´brico e 1 u e´ uma unidade.
No Cap´ıtulo 3, explicitamos a forma trac¸o TrKpx2q|OK no caso em que K e´ um
corpo de nu´meros c´ıclico de grau primo ı´mpar p cujo ideal pOK e´ ramificado, completando
um estudo iniciado em trabalhos anteriores. Estudamos ainda a densidade de centro de
alguns reticulados alge´bricos obtidos atrave´s desses corpos. Para o futuro pensamos em
buscar novos Z-mo´dulos e ideais nesses corpos, e tambe´m em corpos cujo grau e´ na˜o
ramificado, cujas imagens pelo mergulho de Minkowski sejam reticulados densos. Ale´m
disso, pretendemos estudar corpos de nu´meros abelianos s de grau p2 ı´mpar.
No Cap´ıtulo 4, definimos reticulados bem arredondados e vimos alguns resul-
tados recentes relacionados a esse to´pico. Tratamos do teorema de [FP12] cujo resultado
garante que o reticulado alge´brico obtido do anel de inteiros de um corpo de nu´meros
K via o mergulho de Minkowski e´ bem arredondado se, e somente se, K e´ um corpo ci-
clotoˆmico. Ressalvamos que esse resultado e´ verdadeiro quando K e´ totalmente real ou
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totalmente complexo mas pode na˜o ser verdadeiro em outros casos. Um dos problemas em
aberto consiste em provar esse resultado para qualquer K ou exibir um contra-exemplo
que comprove sua invalidez. Provamos que para qualquer corpo de nu´meros c´ıclico K
de grau primo ı´mpar existe um nu´mero inteiro m ¡ 0 tal que o reticulado alge´brico
obtido atrave´s do Z-mo´dulo Mm (definido em 3.42) pelo mergulho de Minkowski e´ bem
arredondado. Tambe´m demonstramos que existem infinitos reticulados alge´bricos bem ar-
redondados na˜o equivalentes entre si em Rp, para qualquer primo p ¡ 2. Uma perspectiva
de sequeˆncia sobre esse to´pico consiste em estudar reticulados alge´bricos obtidos atrave´s
do mergulho torcido e pesquisar famı´lias de ideais e Z-mo´dulos que produzam reticulados
alge´bricos bem arredondados em diversas dimenso˜es.
No Cap´ıtulo 5, definimos conceitos ba´sicos em criptografia, fizemos um
histo´rico apresentando a criptografia po´s-quaˆntica, enunciamos problemas computacio-
nais que fundamentam a criptografia baseada em reticulados, conhecemos os problemas
GGH, NTRU, SIS, LWE, RSIS, RLWE e PLWE e propusemos uma adaptac¸a˜o do RLWE
para produzir um novo problema chamado α-RLWE ao trocar o mergulho de Minkowski
pelo mergulho torcido. Mostramos que o α-RLWE e´ no mı´nimo ta˜o dif´ıcil de ser resolvido
quanto o problema RLWE. Por fim, analisamos resultados recentes sobre as fragilidades
e instaˆncias fracas do RLWE. Para trabalhos futuros queremos esclarecer quais as vanta-
gens do α-RLWE sobre o RLWE tradicional e pretendemos colaborar no estudo sobre os
paraˆmetros que fragilizam problemas de criptografia baseados em reticulados.
Por fim, no Cap´ıtulo 6, enunciamos o Teorema das Unidades de Dirichlet, in-
troduzimos o reticulado logar´ıtmico, demos um limitante superior para o raio de cobertura
do reticulado logar´ıtmico LogpOQpζnqq, para qualquer inteiro n ¡ 0, e vimos uma forma
de construir o reticulado hexagonal como reticulado logar´ıtmico atrave´s do corpo Qpζ7q.
Para trabalhos futuros temos a intenc¸a˜o de generalizar esses resultados para corpos de
nu´meros abelianos quaisquer e estudar outras propriedades dos reticulados logar´ıtmicos,
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